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En s’inspirantdu livre de F. Klein [1], nousavonsdécouvert uneméthodeutilisée par les anciensafin de
résoudregéoḿetriquementdesproblèmesdont la forme analytiqueestuneéquationdu 3ième degré ou de degré
suṕerieur. Nouschoisissonsici d’effectuerl’ étudedela résolutiongéoḿetriqued’uneéquationdu 4ième degré.

1 Description du procédé

Nousconsid́eronsl’ équationenx à coefficientsréelsdedegré4 suivante

x4 � ax3 � bx2 � cx
�

d � 0�(1)

Posonsy � x2. L’ équation(1) devient
y2 � axy

�
by
�

cx
�

d � 0�(2)

Les racinesde l’ équation(1) sontdonc les abscissesdespointscommunsà la paraboled’équationy � x2 et à
l’hyperboled’équationy2 � axy

�
by
�

cx
�

d � 0.

2 Étude de l’h yperbole

2.1 Ensemblede définition de l’h yperbole

Étudionsl’ équation(2). Cetteéquationestune équationde degré 2 en y dont les coefficientsdépendentde la
variablex. Eneffet, y2 � axy

�
by
�

cx
�

d � y2 ��� ax
�

b � y � cx
�

d.
La natudedesracinesdecetteéquationdépendentdu signedela fonction∆ � x � suivante:

∆ � x ��� � ax
�

b � 2 � 4
�
cx
�

d ���
2.1.1 Étude du signede ∆ � x �
La fonction∆ � x � estun polynômededegré2 enx à coefficientsréels.Cettefonctionpeutégalements’écrire

∆ � x �	� a2x2 ��� 2ab � 4c � x � b2 � 4d �
Nousallonsdifférencierdeuxcas,le casoù a 
� 0 du casoù a � 0.

Casoù a 
� 0

Calculonsle discriminantde∆ � x � . Il estégalà

δ � � 2ab � 4c � 2 � 4a2 � b2 � 4d ��� 16
�
a2d � abc

�
c2 ���

1. Si δ � 0.
Lesracinesde∆ � x � sont

1
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 x1 ��� ab� 2c � 2 � a2d � abc� c2

a2
 x2 � � ab� 2c� 2 � a2d � abc� c2

a2 .

Par conśequent,∆ � x � eststrictementpositif (a2 � 0) si x ��� � ∞;x1 ��� � x2;
� ∞ � . Danscecaslà, lessolutions

del’ équation(2) sontréelleset sontlessuivantes:


 y1
�
x �	� ��� ax� b� � � � ax� b� 2 � 4 � cx� d�

2
 y2
�
x �	� ��� ax� b��� � � ax� b� 2 � 4 � cx� d�

2 .

Ainsi,

si a2d � abc
�

c2 � 0, alorsl’hyperboleestdéfiniesur � � ∞;x1 ��� � x2;
� ∞ � .

2. Si δ � 0.
La racinede∆ � x � estdoubleetestégaleà

xd � � ab
�

2c
a2 �

Parconśequent,∆ � x � peuts’écriredela façonsuivante

∆ � x ��� a2 � x � xd � 2 �
Danscecaslà,∆ � x � estpositif quelquesoit x et lessolutionsdel’ équation(2) sont
 ��� ax� b� ��� a � � x � xd �2
 ��� ax� b��� � a � � x � xd �2 .

Lesvaleursdey1
�
x � et y2

�
x � dépendentdusignedea etdela positiondex parrapportà celledexd. Ainsi,
 Si a � 0,

y1
�
x ��� � c

a pour x � xd� � ax � b
� c

a pour x � xd

y2
�
x ��� � ax � b

� c
a pour x � xd� � c

a pour x � xd
 Si a  0,
y1
�
x ��� � ax � b

� c
a pour x � xd� � c

a pour x � xd

y2
�
x ��� � c

a pour x � xd� � ax � b
� c

a pour x � xd

Si a2d � abc
�

c2 � 0, indépendemmentdu signedea, l’hyperboleestdéfiniesur l’ensembledesréelstout
entier. Deplus,lesdeuxbranchesdel’hyperbolesontréduites̀adeuxdroitesqui secoupentaupointcritique
xd. Danslesfigures1 et 2, nousavonsmis surun mêmegraphe,pour tout x, lesvaleursdey1

�
x � en traits

continusrougeset lesvaleursdey2
�
x � en traitscontinusvertsdanslescasoù a � 0 et a  0. Cecasestà

notercarc’estle casoù l’hyperboleestditedéǵeńerée.

3. Si δ  0.
Les racinesde ∆ � x � sontcomplexes. Par conśequent,étantdonńe quea2 estpositif, alorsquelquesoit x,
∆ � x � estpositif. Ainsi, quelquesoit x, l’ équation(2) admetdeuxracinesréelles.

Si a2d � abc
�

c2  0, l’hyperboleestdoncdéfiniepourtoutx réel.
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Figure1: Casoù a � 0, δ � 0, y1 (rouge),
y2 (vert)

Figure2: Casoù a  0, δ � 0, y1 (rouge),
y2 (vert)

Casoù a � 0

L’ équation(2) devient
y2 � by

�
cx
�

d � 0�
Le discriminantassocíevaut∆ � x �!� b2 � 4

�
cx
�

d � . Parconśequent,∆ � x �"� 0 sicx � b2 � 4d
4 . Danscecas,l’ équation

admetdeuxsolutionsréelles


 y1
�
x �	� � b � � b2 � 4 � cx� d�

2


 y2
�
x �	� � b� � b2 � 4 � cx� d�

2 �
Dansle casoù ∆ � x �� 0, l’ équationn’admetpasdesolution.
Si ∆ � x ��� 0, l’ensemblededéfinitiondey1

�
x � et y2

�
x � dépenddec.

Pourdiscutercettedépendanceenc, nousallonsétudiersépaŕementle casoù c 
� 0 et le casoù c � 0.

Casoù c 
� 0

Onnoteξ � b2 � 4d
4c . Si c � 0, ∆ � x ��� 0 sur � � ∞;ξ� . Ainsi, y1

�
x � et y2

�
x � sontdéfiniessur � � ∞;ξ� .

Parcontre,si c  0, ∆ � x ��� 0 sur � ξ;
� ∞ � . Ainsi, y1

�
x � ety2

�
x � sontdéfiniessur � ξ;

� ∞ � .
Dansce casparticulieroù a � 0, dépendementdu signede c, l’hyperboleestdéfinie soit sur � � ∞;ξ� soit sur� ξ;
� ∞ � . Parconśequent,indépendemmentdu signedec, l’hyperboleestréduiteà uneparabole.

Casoù c � 0

La quantit́e∆ � x � estréduiteà b2 � 4d. Si b2 � 4d � 0, alorsl’ équationadmetdeuxsolutionsréelles


 y1
�
x �	�#� b � � b2 � 4d

2


 y2
�
x �	�#� b�$� b2 � 4d

2

qui formentdeuxdroitesparall̀elesà l’axe desabscisses,symétriquesparrapportà la droited’équationy � � b
2 .

Cesdeuxdroitessontconfonduesavecla droited’équationy � � b
2 si ∆ � 0. Si ∆  0, l’ équationn’admetpasde

solution. Par conśequent,l’hyperboleestsoit réduiteà deuxdroitesparall̀elesqui peuvent êtreconfondues,soit
n’estpasdéfiniesurl’ensembledesréels.
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2.1.2 Conclusion

Il existedescas,commele casoù a � 0 etc � 0, où l’ensemblededéfinitionet l’allure del’hyperbolesontétablis
de manìere claire (deux droitesparall̀eles). Il est nécessairèa présentd’effectuerune étudeasymptotiquedes
branchesdel’hyperbolepourlesautrescasoù l’hyperbolen’estpasréduiteàdesdroites.

2.2 Étude asymptotiquede l’h yperbole

Lescasoù uneétudeasymptotiqueestnécessairesontlescassuivants:
 cas1 : a 
� 0 etδ � 0,
 cas2 : a 
� 0 etδ  0,
 cas3 : a � 0 etc 
� 0.

2.2.1 Étude asymptotiquede l’h yperboledansle cas1

Si a 
� 0 etδ � 0, alorsl’ équation2 admetdeuxsolutionsy1
�
x � ety2

�
x � définiessurl’intervalle � � ∞;x1 ��� � x2;

� ∞ �
avec


 x1 �#� ab� 2c � 2 � a2d � abc� c2

a2


 x2 � � ab� 2c� 2 � a2d � abc� c2

a2 .

Nousallonsfaireuneétudeasymptotiquedesfonctionsy1
�
x � et y2

�
x � en

� ∞ et � ∞.

Étude asymptotiquedey1
�
x � en � ∞

Rappelonsla formuledey1
�
x � :

y1
�
x �%� � � ax

�
b � � �

ax
�

b � 2 � 4
�
cx
�

d �
2

�
Nouspouvonsécrirey1

�
x � decetteforme,ensupposantquea etb sontdesquantit́esfinies,

y1
�
x �%� � � ax

�
b � �'& ax

�
b & 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�


 Si a � 0.
Lorsquex tendvers � ∞, alorsax

�
b  0. Ainsi,

y1
�
x �%� � � ax

�
b � �(� ax

�
b � 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�

Six tendvers � ∞, alors cx� d� ax� b� 2 tendvers0. Nouspouvonsdoncfaireundéveloppementlimit éde 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2
lorsquex tendvers � ∞. Ainsi,

1 � 4
�
cx
�

d ��
ax
�

b � 2 ) 1 � 1
2

4
�
cx
�

d ��
ax
�

b � 2 � 1
2

1
4

16
�
cx
�

d � 2�
ax
�

b � 4 �
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Donc,lorsquex tendvers � ∞ et quea � 0,

y1
�
x � ) ��� ax� b�*� � ax� b� � 1 � 2+ cx, d-+ ax, b- 2 � 2+ cx, d- 2+ ax, b- 4 �

2

y1
�
x � ) � cx� d

ax� b
� � cx� d� 2� ax� b� 3

y1
�
x � ) � � c

a
� 1

x
ad � bc

a2 � � c2

a3
1
x

y1
�
x � ) � c

a
� 1

x
abc� a2d � c2

a3 �
Uneasymptotèa l’hyperboleen � ∞ lorsquea � 0 estunedroiteparall̀eleà l’axedesabscissesetd’équation
y � � c

a. La positionrelative de la courbepar rapportà l’asymptoteestdonńeepar le terme abc� a2d � c2

a3 �� δ
16a3 . Commeδ � 0, l’hyperboleseradéfinie sur � � ∞;x1� �.� x2;

� ∞ � et la courbedécritepar y1
�
x � sera

situéeaudessusdel’asymptote.
 Si a  0.
Lorsquex tendvers � ∞, alorsax

�
b � 0. Ainsi,

y1
�
x �%� � � ax

�
b � � � ax

�
b � 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�

Si x tendvers � ∞, alors cx� d� ax� b� 2 tendvers0. De la mêmefaçonquepréćedemment,nouspouvonsécrireque
lorsquex tendvers � ∞ etquea  0,

y1
�
x � ) ��� ax� b� ��� ax� b� � 1 � 2+ cx, d-+ ax, b- 2 � 2+ cx, d- 2+ ax, b- 4 �

2

y1
�
x � ) � � ax

�
b � � � cx� d�� ax� b� � � cx� d� 2� ax� b� 3

y1
�
x � ) � � ax

�
b � ��� c

a
� 1

x
ad � bc

a2
� 1

x
c2

a3

y1
�
x � ) � � ax

�
b � � c

a
� 1

x
a2d � abc� c2

a3 �
Uneasymptotèa l’hyperboleen � ∞ lorsquea  0 estunedroited’équationy � � ax � b

� c
a. La position

relative de la courbepar rapportà l’asymptoteestdonńeepar le terme a2d � abc� c2

a3 � δ
16a3 . Commeδ � 0,

alors l’hyperboleestdéfinie sur � � ∞;x1� �.� x2;
� ∞ � et la courbedécritepar y1

�
x � estsituéeau dessusde

l’asymptote.

Étude asymptotiquedey1
�
x � en

� ∞

Commepréćedemment,nousécrivonsy1
�
x � sousla formesuivante:

y1
�
x �%� � � ax

�
b � �'& ax

�
b & 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�


 Si a � 0.
Lorsquex tendvers

� ∞, alorsax
�

b � 0. Ainsi,

y1
�
x �%� � � ax

�
b � � � ax

�
b � 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�

Si x tendvers
� ∞, alors cx� d� ax� b� 2 tendvers0. Donc,lorsquex tendvers

� ∞ et quea � 0,

y1
�
x � ) ��� ax� b� ��� ax� b� � 1 � 2+ cx, d-+ ax, b- 2 � 2+ cx, d- 2+ ax, b- 4 �

2

y1
�
x � ) � � ax

�
b � � c

a
� 1

x
a2d � abc� c2

a3



6

qui a ét́e démontŕe dansla sectionpréćedente.Une asymptotèa l’hyperboleen
� ∞ lorsquea � 0 estune

droited’équationy � � ax � b
� c

a. La positionrelative de la courbepar rapportà l’asymptoteestdonńee

par le termea2d � abc� c2

a3 � δ
16a3 . Commeδ � 0, l’hyperboleestdéfiniesur � � ∞;x1� �/� x2;

� ∞ � et la courbe
décritepary1

�
x � estsituéeaudessusdel’asymptote.
 Si a  0.

Lorsquex tendvers
� ∞, alorsax

�
b  0. Ainsi,

y1
�
x �%� � � ax

�
b � �(� ax

�
b � 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�

Si x tendvers
� ∞, alors cx� d� ax� b� 2 tendvers0. Donc,lorsquex tendvers

� ∞ et quea  0,

y1
�
x � ) ��� ax� b�*� � ax� b� � 1 � 2+ cx, d-+ ax, b- 2 � 2+ cx, d- 2+ ax, b- 4 �

2

y1
�
x � ) � c

a
� 1

x
abc� da2 � c2

a3 �
Uneasymptotèa l’hyperboleen

� ∞ lorsquea  0 estunedroiteparall̀eleà l’axe desabscissesd’équation
y � � c

a. La positionrelative de la courbepar rapportà l’asymptoteestdonńeepar le terme abc� a2d � c2

a3 �� δ
16a3 . Commeδ � 0, l’hyperboleestdéfiniesur � � ∞;x1 � �0� x2;

� ∞ � et la courbedécritepary1
�
x � estsituée

audessusdel’asymptote.

Étude asymptotiquedey2
�
x � en � ∞

Pourétudiery2
�
x � , nousnousinspironsdecequi vientd’êtreétabli.Rappelonsla formuledey2

�
x � :

y2
�
x �%� � � ax

�
b � � �

ax
�

b � 2 � 4
�
cx
�

d �
2

�
Nouspouvonsécrirey2

�
x � decetteforme:

y2
�
x �%� � � ax

�
b � � & ax

�
b & 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�


 Si a � 0.
Lorsquex tendvers � ∞, alorsax

�
b  0. Ainsi,

y2
�
x �%� � � ax

�
b � � � ax

�
b � 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�

Si x tendvers � ∞, alors cx� d� ax� b� 2 tendvers0. Donc,lorsquex tendvers � ∞ et quea � 0,

y2
�
x � ) ��� ax� b� ��� ax� b� � 1 � 2+ cx, d-+ ax, b- 2 � 2+ cx, d- 2+ ax, b- 4 �

2

y2
�
x � ) � � ax

�
b � � c

a
� 1

x
a2d � abc� c2

a3 �
Uneasymptotèal’hyperboleen � ∞ lorsquea � 0 estunedroited’équationy � � ax � b. La positionrelative
dela courbeparrapportà l’asymptoteestdonńeeparle termea2d � abc� c2

a3 � δ
16a3 . Commeδ � 0, l’hyperbole

estdéfiniesur � � ∞;x1� �/� x2;
� ∞ � et la courbedécritepary1

�
x � estsituéeendessousdel’asymptote.
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 Si a  0.
Lorsquex tendvers � ∞, alorsax

�
b � 0. Ainsi,

y2
�
x �%� � � ax

�
b � �(� ax

�
b � 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�

Si x tendvers � ∞, alors cx� d� ax� b� 2 tendvers0. Donc,lorsquex tendvers � ∞ et quea  0,

y2
�
x � ) ��� ax� b�*� � ax� b� � 1 � 2+ cx, d-+ ax, b- 2 � 2+ cx, d- 2+ ax, b- 4 �

2

y2
�
x � ) � c

a
� 1

x
abc� da2 � c2

a3 �
Uneasymptotèa l’hyperboleen � ∞ lorsquea  0 estunedroiteparall̀eleà l’axe desabscissesd’équation
y � � c

a. La positionrelative de la courbepar rapportà l’asymptoteestdonńeepar le terme abc� a2d � c2

a3 �� δ
16a3 . Commeδ � 0, l’hyperboleestdéfiniesur � � ∞;x1 � �0� x2;

� ∞ � et la courbedécritepary2
�
x � estsituée

endessousdel’asymptote.

Étude asymptotiquedey2
�
x � en

� ∞

Commepréćedemment,nousécrivonsy2
�
x � sousla formesuivante:

y2
�
x �%� � � ax

�
b � � & ax

�
b & 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�


 Si a � 0.
Lorsquex tendvers

� ∞, alorsax
�

b � 0. Ainsi,

y2
�
x �%� � � ax

�
b � �(� ax

�
b � 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�

Si x tendvers
� ∞, alors cx� d� ax� b� 2 tendvers0. Donc,lorsquex tendvers

� ∞ et quea � 0,

y2
�
x � ) ��� ax� b� ��� ax� b� � 1 � 2+ cx, d-+ ax, b- 2 � 2+ cx, d- 2+ ax, b- 4 �

2

y2
�
x � ) � c

a
� 1

x
abc� da2 � c2

a3 �
Uneasymptotèa l’hyperboleen

� ∞ lorsquea  0 estunedroiteparall̀eleà l’axe desabscissesd’équation
y � � c

a. La positionrelative de la courbepar rapportà l’asymptoteestdonńeepar le terme abc� da2 � c2

a3 �� δ
16a3 . Commeδ � 0, l’hyperboleestdéfiniesur � � ∞;x1 � �0� x2;

� ∞ � et la courbedécritepary2
�
x � estsituée

endessousdel’asymptote.
 Si a  0.
Lorsquex tendvers

� ∞, alorsax
�

b  0. Ainsi,

y2
�
x �%� � � ax

�
b � � � ax

�
b � 1 � 4 � cx� d�� ax� b� 2

2
�

Si x tendvers
� ∞, alors cx� d� ax� b� 2 tendvers0. Donc,lorsquex tendvers

� ∞ et quea  0,

y2
�
x � ) ��� ax� b� ��� ax� b� � 1 � 2+ cx, d-+ ax, b- 2 � 2+ cx, d- 2+ ax, b- 4 �

2

y2
�
x � ) � � ax

�
b � � c

a
� 1

x
a2d � abc� c2

a3 �
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Uneasymptotèal’hyperboleen
� ∞ lorsquea � 0 estunedroited’équationy � � ax � b. La positionrelative

dela courbeparrapportà l’asymptoteestdonńeeparle termea2d � abc� c2

a3 � δ
16a3 . Commeδ � 0, l’hyperbole

estdéfiniesur � � ∞;x1� �/� x2;
� ∞ � et la courbedécritepary2

�
x � estsituéeendessousdel’asymptote.

2.2.2 Étude asymptotiquede l’h yperboledansle cas2

Si a 
� 0 et δ  0, alorsl’ équation2 admetdeuxsolutionsy1
�
x � et y2

�
x � définiessur l’ensembledesréels.Nous

pouvonseffectuerla mêmeanalysequedansle cas1 etobtenirainsiquel’hyperboleadmetlesmêmesasymptotes
quedansle cas1, c’estàdire la droited’équationy � � c

a et la droited’équationy � � ax � b
� c

a.

2.2.3 Étude asymptotiquede l’h yperboledansle cas3

Dansle cas3, leséquationsy1
�
x � et y2

�
x � deviennent:


 y1
�
x �	� � b � � b2 � 4 � cx� d�

2


 y2
�
x �	� � b� � b2 � 4 � cx� d�

2 .

Cesdeuxfonctionssontdéfiniessur � � ∞;ξ� si c estpositif et sur � ξ;
� ∞ � si c estnégatif. Nousremarquonsque

cesdeuxfonctionsn’admettentpasd’asymptote.

2.3 Conclusionde l’ étudede l’h yperbole

Rappelonsque


 x1 � � ab� 2c � 2 � a2d � abc� c2

a2


 x2 � � ab� 2c� 2 � a2d � abc� c2

a2
 xd � � ab� 2c
a2


 ξ � b2 � 4d
4c

Donnons̀aprésentl’ensembledesformesgéoḿetriquesquepeutadmettrel’ équation(2).

1. Casdel’hyperbole: discontinuit́edey1 (rouge)parrapportày2 (vert)

y=−ax−b+c/a

y=−c/a

x1

x2

Figure3: δ � 0 et a � 0

y=−ax−b+c/a

y=−c/a

x1
x2

Figure4: δ � 0 eta  0
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2. Casdel’hyperbole: continuit́edey1 (rouge)parrapportày2 (vert)admettantun pointdouble

y=−ax−b+c/a

y=−c/a

xd

Figure5: δ � 0 et a � 0

xd

y=−ax−b+c/a

y=−c/a

Figure6: δ � 0 eta  0

3. Casdel’hyperbole: continuit́e lissedey1 (rouge)parrapportà y2 (vert)

y=−ax−b+c/a

y=−c/a

Figure7: δ  0 et a � 0

y=−ax−b+c/a

y=−c/a

Figure8: δ  0 eta  0
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4. Casdela parabole(a � 0, y1 enrougeet y2 envert)

ξ

Figure9: a � 0 et c � 0

ξ

Figure10: a � 0 et c  0

5. Casdela paraboledéǵeńerée
 Sommet̀a l’infini (y1 enrougeet y2 envert)

−b/2

Figure11: a � 0, c � 0 et b2 � 4d � 0

−b/2

Figure12: a � 0, c � 0 etb2 � 4d � 0 : unedroite
double


 Pasderacinesréellespoury1 et y2 lorquea � 0, c � 0 etb2 � 4d  0

Dressonsle tableaurésumanttouslescasdefiguresrencontŕes.

Hyperbole
géńerique

a 
� 0

δ � 0
a � 0 figure3
a  0 figure4

Discontinuit́e

δ � 0
a � 0 figure5
a  0 figure6

Continuit́e

δ  0
a � 0 figure7
a  0 figure8

Continuit́e lisse

Parabole
singulìere

a � 0 c 
� 0
c � 0 figure9
c  0 figure10

Discontinuit́e

Point
déǵeńeré

a � 0 c � 0
b2 � 4d � 0 figure11
b2 � 4d � 0 figure12
b2 � 4d  0
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3 Étude de l’ évolution de l’h yperbole en fonction desparamètres

Nousavonsainsidescasd’hyperbolesdéǵeńeréeset géńeriques.Nousallonsétudierl’ évolution de l’hyperbole
descasgéńeriquesverslescasdéǵeńerés.

3.1 Casoù a 12 0 et δ 3 0 vers le casoù a 2 0 et c 12 0

Si a tendvers0 etc estfixenonnul, alorsδ � 16
�
a2d � abc

�
c2 � ) 16c2 doncδ estpositif. Ainsi, lessolutionsde

l’ équation2 formentl’hyperboledela figure3 ou 4. A la limite, lorsquea � 0, lessolutionsdel’ équation2 sont
surunehyperbolerepŕesent́eesparla figure9 ou10.
Comment́evoluentlesfigures3 et 4 lorsquea tendvers0? A la limite, seront-ellescommel’une desfigures9 ou
10?

Étudionsà présentles comportementsdesdeuxvaleursx1 et x2 lorsquea tendvers0. Nousallonsnoussituer
dansle caslimite où a est prochede 0 mais non nul et que c est non nul. Dansce caslà, noussavons que� a2d � abc

�
c2 peuts’écrire & c & a2d � abc

c2
�

1.
Commea tendvers0, nouspouvonsfaireundéveloppementlimit é auvoisinagede0 etainsiécrire

a2d � abc
�

c2 ) & c & � 1 � 1
2

a2d � abc
c2

� 1
8

�
a2d � abc� 2

c4 �4�
Commeon supposequea tendvers0, on peutdoncécrire

x1 ) � ab� 2c � 2 � c � � 1� 1
2

a2d5 abc
c2 � 1

8
+ a2d5 abc- 2

c4 �
a2 �

Afin dedéterminerlescomportementdesextrémit́esdeshyperbolesx1 etx2 quanda tendvers0,nousdifférencions
lesdeuxcas: le casoù c � 0 et le casoù c  0.
 Si c � 0.

Danscecasprécis,

x1 ) � ab� 2c � 2c � 1� 1
2

a2d5 abc
c2 � 1

8
+ a2d5 abc- 2

c4 �
a2

x1 ) � d
c
� 1

4
b2

c
� 1

4
a2d2 � abcd

c3 6
et

x2 ) � ab� 2c� 2c � 1� 1
2

a2d5 abc
c2 � 1

8
+ a2d5 abc- 2

c4 �
a2

x2 ) � 2b
a
� 4c

a2
� 1

4
b2c2

c3
� d

c
� 1

4
a2d2

c3
� 1

2
abd
c2 �

Ainsi, lorsquea tendvers0 et quec � 0, x1 tendversξ � � d
c
� 1

4
b2

c et x2 tendvers
� ∞. On retrouve la

paraboledela figure9.
 Si c  0. Danscecasprécis,

x1 ) � ab� 2c� 2c � 1� 1
2

a2d5 abc
c2 � 1

8
+ a2d5 abc- 2

c4 �
a2

x1 ) � 2b
a
� 4c

a2
� 1

4
b2

c
� d

c
� 1

4
a2d2

c3
� 1

2
abd
c2

et

x2 ) � ab� 2c� 2c � 1� 1
2

a2d5 abc
c2 � 1

8
+ a2d5 abc- 2

c4 �
a2

x2 ) � d
c
� 1

4
b2

c
� 1

4
a2d2 � abcd

c3 �
Ainsi, lorsquea tendvers0 et quec  0, x1 tendvers � ∞ et x2 tendversξ � � d

c
� 1

4
b2

c . On retrouve la
paraboledela figure10.



12

Dansle casoù c estfixe nonnul, lorsquea tendvers0, unebranchedel’hyperboledesfigures3 et 4 s’éloigneà
l’infini alorsquela secondebranchéevoluepour êtrede la formed’uneparabolecommecelle repŕesent́eepar la
figure9 ou 10.
Le casdela figure9 ou10nepeuventprovenirqueducasdela figure3 ou4. Eneffet, lorsqueonfait tendrea vers
0 etongardec fixenonnul, à partir d’unecertainevaleurdea la quantit́eδ estdel’ordre de16c2 doncstrictement
positive.

3.2 Casdesfiguresoù a 12 0 et c 12 0 vers lescasdesfiguresoù a 2 0 et c 2 0

On rappellequeδ � 16
�
a2d � abc

�
c2 �%� 16a2 � d � bc

a
�(� c

a � 2 ��� Notonspar t l’ élémentc
a. Ainsi, δ estdu même

signequed � bt
�

t2. Donc,à premìerevue,
 si b2 � 4d  0, alorsδ � 0 indépendemmentdet � c
a. Donc,enfaisanttendrea etc vers0, la quantit́eδ sera

toujourspositive. Ainsi, lessolutionsdel’ équationformenttoujoursl’hyperbolerepŕesent́eeparla figure3
ou4. A la limite, ona a � 0, c � 0 et b2 � 4d  0. Donc,lessolutionsdel’ équation2 sontl’ensemblevide.
Comment́evoluentlesfigures3 et 4 lorsque

�
a6 c �	7 �

06 0 � ?
 si b2 � 4d � 0, alorsδ � 0 quelquesoit t 
� b
2.

– En faisanttendrea et c vers0 tel que c
a 
� b

2, la quantit́eδ seratoujoursstrictementpositive. Ainsi, les
solutionsde l’ équationformenttoujoursl’hyperbolerepŕesent́eepar la figure3 ou 4. A la limite, on
a a � 0, c � 0 et b2 � 4d � 0. Donc, lessolutionsde l’ équation2 formentl’ensemblerepŕesent́e par
la figure12. Comment́evoluentlesfigures3 et 4 lorsque

�
a6 c �87 �

06 0 � et b2 � 4d � 0? A la limite,
sont-ellescommela figure12?

– En faisanttendrea et c vers0 tel que c
a � b

2, la quantit́e δ seratoujoursnulle. Ainsi, les solutions
de l’ équationformenttoujoursl’hyperbolerepŕesent́eepar lesfigures5 ou 6. A la limite, on a a � 0,
c � 0 et b2 � 4d � 0. Donc, lessolutionsde l’ équation2 formentl’ensemblerepŕesent́e par la figure
12. Commentévoluentles figures5 et 6 lorsque

�
a6 c �97 �

06 0 � , c
a � b

2 et b2 � 4d � 0? A la limite,
sont-ellescommela figure12?
 si b2 � 4d � 0, alors,quelquesoit x appartenant̀a l’intervalle� � ∞; b � � b2 � 4d

2 ��� � b� � b2 � 4d
2 ;

� ∞ � , on aδ � 0.

– En faisanttendrea et c vers0, tout engardantca dansl’intervalle � � ∞; b � � b2 � 4d
2 ��� � b� � b2 � 4d

2 ;
� ∞ � ,

la quantit́e δ seratoujourspositive. Ainsi, les solutionsde l’ équationforment toujoursl’hyperbole
repŕesent́eepar la figure 3 ou 4. A la limite, on a a � 0, c � 0 et b2 � 4d � 0. Donc, les solutions
de l’ équation2 formentl’ensemblerepŕesent́e par la figure11. Commentévoluentles figures3 et 4

lorsque
�
a6 c �	7 �

06 0 � , c
a ��� � ∞; b � � b2 � 4d

2 ��� � b� � b2 � 4d
2 ;

� ∞ � et b2 � 4d � 0? A la limite, sont-elles
commela figure11?

– En faisanttendrea et c vers0, tout engardantca égalà b � � b2 � 4d
2 ou à b� � b2 � 4d

2 , la quantit́e δ sera
nulle. Ainsi, lessolutionsdel’ équationformenttoujoursl’hyperbolerepŕesent́eepar la figure5 ou 6.
A la limite, on a a � 0, c � 0 et b2 � 4d � 0. Donc, lessolutionsde l’ équation2 formentl’ensemble

repŕesent́eparla figure11. Comment́evoluentlesfigures5 et6 lorsque
�
a6 c ��7 �

06 0 � , c
a � b � � b2 � 4d

2

ou c
a � b� � b2 � 4d

2 etb2 � 4d � 0? A la limite, sont-ellescommela figure11?

– En faisanttendrea et c vers0, tout engardantca dansl’intervalle � b � � b2 � 4d
2 ; b� � b2 � 4d

2 � , la quantit́eδ
seratoujoursnégative.Ainsi, lessolutionsdel’ équationformenttoujoursl’hyperbolerepŕesent́eeparla
figure7 ou8. A la limite, onaa � 0, c � 0 etb2 � 4d � 0. Donc,lessolutionsdel’ équation2 forment
l’ensemblerepŕesent́e par la figure 11. Commentévoluent les figures7 et 8 lorsque

�
a6 c �87 �

06 0 � ,
c
a ��� b � � b2 � 4d

2 ; b� � b2 � 4d
2 � ? A la limite, sont-ellescommela figure11?
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Figure13:
�
a6 b6 c6 d ��� � 10� 6 6 406 2� 10� 6 6 400�

Nousallonsmaintenantessayerdevérifieranalytiquementlesdifférentscasd’évolutioncitéspréćedementtouten
fournissantdesréponsesauxquestionspośees.
 Casoù b2 � 4d  0.

Danscecas,on obtientqueδ � � 2ab � 4c � 2 � 4a2 � b2 � 4d �!� 0. Lesvaleursdex1 et x2 sontlessuivantes

– x1 � ��� 2ab� 4c� ��: δ
2a2

– x2 � ��� 2ab� 4c��� : δ
2a2 .

Alors lorsque
�
a6 c � tend vers

�
06 0 � x1 tend vers � ∞ et x2 tend vers

� ∞. L’ensemblede définition de
l’hyperboleestalorsvide. Lesbranchesdel’hyperboledela figure3 ou 4 s’écartentaufur et à mesureque
a et c tendentvers0. Onobtientalorsle casoù l’ équation(2) estréduit l’ensemblevide.
 Casoù b2 � 4d � 0. Nousavonsvu préćedementqu’il fautdistinguerlesdeuxcassuivants: c

a 
� b
2 et c

a � b
2.

– Si c
a 
� b

2.
Si b2 � 4d � 0, alorsδ � �

2ab � 4c � 2. Lorsquea tendvers0, les valeursde x1 et x2 peuventvarier
d’unedesfaçonssuivantes:; x1 estégalà0 etx2 tendvers

� ∞, et l’hyperboleseradéfiniesur � 06 � ∞ � , soit; x1 tendvers � ∞ et x2 estégalà0, et l’hyperboleseradéfiniesur � � ∞ 6 0 � .
Dans cescas de figures, l’hyperbole de la figure 3 ou 4 évolue de la façon suivante : l’une des
branchess’écarteà l’infini tandisque l’autre auratoujoursle sommeten 0 et évolue pour prendre
la forme d’une demi-droitecommele montrela figure 13 en prenantcommeexemple

�
a6 b6 c6 d �<��

10� 6 6 406 2� 10� 6 6 400� .
Lorsquea et c tendentvers0, l’hyperboleévolueversuneformequi estdifférentedecelleoù

�
a6 c �%��

06 0 � . L’hyperboleévolue versunedemi-droited’équationy � � b
2 définie sur IR� ou sur IR� alors
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Figure14:
�
a6 b6 c6 d ��� � 10� 9 6 406 5� 10� 8 6 40�

quelorsquea et c sontégauxà 0, on a unedroited’équationy � � b
2. Cephénom̀eneestsemblablèa

celui rencontŕelorsdel’ étudedela convergencedela méthoded’Arnoldi enfonctionduvecteurinitial
dévelopṕeedans[2].

– Si c
a � b

2.
Danscecas,la valeurdeδ estnulle. L’hyperboleestalorsrepŕesent́eepar la figure5 ou 6. Comme
c
a � b

2, la valeurdexd estnulle. Lesasymptotessontlessuivantes: unedroited’équationy � � c
a � � b

2
et uneautred’équationy � � ax � b

2. Lorsquea tendvers0, les deuxasymptotestendentà devenir
confonduesetd’équationy � � b

2, commele montrela figure12.

– Casoù b2 � 4d � 0; Si t � c
a ��� � ∞; b � � b2 � 4d

2 ��� � b� � b2 � 4d
2 ;

� ∞ � , alorsδ � 0. Mais indépendementdu signede a,
x1 et x2 tendentensemblevers

� ∞ ou vers � ∞ si a et c tendentvers0 tout en gardantt � c
a �� � ∞; b � � b2 � 4d

2 �=� � b� � b2 � 4d
2 ;

� ∞ � . L’hyperbolede la figure 3 ou 4 évolue de la façon suivante
: une branchede l’hyperbole s’éloigneà l’infini tandisque l’autre devient définie sur tout IR.
De plus, le point d’intersectiondesdeuxasymptotestendversl’infini. Commede plus, l’angle
entrelesdeuxasymptotesdevient deplusenpluspetit, la branchedel’hyperboledéfiniesurtout
IR évoluepourdevenir deuxdroitesparall̀elescommele montrela figuresuivante14 en prenant
commeexemple

�
a6 b6 c6 d ��� � 10� 9 6 406 5� 10� 8 6 40� . Lorsquea etc tendentvers0, lesfigures3 et

4 évoluentversla formedela figure11.; Si t � c
a � b � � b2 � 4d

2 ou si t � c
a � b� � b2 � 4d

2 , alorsδ � 0 et on estdansle casdel’hyperbolede

la figure5 ou6. Donc,xd � � b2 � 4d
a si t � c

a � b � � b2 � 4d
2 etxd � � � b2 � 4d

a si t � c
a � b�$� b2 � 4d

2 .
Lorsquea et c tendentvers 0, xd tend alorsvers l’infini. Une droite de la figure 5 ou 6 reste
toujoursparall̀ele à l’axe desabscisseset d’équationy � � t où t est fixe. L’autre droite de la
figure 5 ou 6 admetun coefficient directeurqui tendvers0 et uneordonńeeà l’origine (quand

x � 0) constante� 3b> � b2 � 4d
2 . Lorsquea etc tendentvers0, l’hyperboledela figure5 ou6 évolue

versla formedela figure11. Enparticulier, l’hyperboledela figure5 ou6 évolueversdeuxdroites
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parall̀elesd’équationy1
�
x �%� � t ety2

�
x ��� � b

�
t. Si t � b � � b2 � 4d

2 , alorsy1
�
x ���?� b�$� b2 � 4d

2 et

y2
�
x �	� � b � � b2 � 4d

2 . Si t � b� � b2 � 4d
2 , alorsy1

�
x �	� � b � � b2 � 4d

2 et y2
�
x �	� � b� � b2 � 4d

2 .; Si t ��� b � � b2 � 4d
2 ; b� � b2 � 4d

2 � , alorsδ  0 etonestdansle casdesfigures7 et8. Danscecas,nous
avons@

y1
�
x �	� ��� ax� b� � � � ax� b� 2 � 4 � cx� d�

2@
y2
�
x �	� ��� ax� b�*� � � ax� b� 2 � 4 � cx� d�

2

qui sontdesfonctionsC∞ sur tout l’ensembledesréels. Lorsque
�
a6 c �9� �

06 0 � et b2 � 4d � 0,

lessolutionsy1
�
x � et y2

�
x � del’ équation2 formentdeuxdroitesparall̀elesy1

�
x �%� � b � � b2 � 4d

2 et

y2
�
x �8� � b� � b2 � 4d

2 dela figure11. Nousnousattendons̀a ceque,lorsquea et c tendentvers0,
lesdeuxbranchesdel’hyperboledela figure7 ou 8 tendent̀a êtrecesdeuxdroitesparall̀eles.
Pourvérifier cela,nousallonschercherà calculer, pour x appartenant̀a � � R6 R� , avec R fixe et
trèsgrand,et lorsquea et c tendentvers0, la limite dela plusgrandevaleuratteintepar & y1

�
x � �� b � � b2 � 4d

2
& et y2

�
x � � � b� � b2 � 4d

2 . Les fonctionsy1
�
x � et y2

�
x � sont continuesdonc y1

�
x � �

� b � � b2 � 4d
2 ou y2

�
x � � � b�<� b2 � 4d

2 atteignentun maximumenun point x0 del’intervalle � � R6 R� .
Pourcalculerla limite, on posex � x0 et on fait tendrea et c vers0. Il estclair alorsqueles
deux limites cherch́eessont nulles. Ainsi, lorsquea et c tendentvers0, les deuxbranchesde

l’hyperboledela figure7 ou8 tendent̀a êtredeuxdroitesparall̀lesd’équationy1
�
x ��� � b � � b2 � 4d

2

ety2
�
x �	� � b� � b2 � 4d

2 commecelaestrepŕesent́edansla figure11.

Ceciach̀eve l’ étudedel’ évolutiondel’hyperboleenfonctiondesparam̀etres.

4 Détermination géomérique du nombredesolutionsr éellesdel’ équation
de degré 4

Dansla sectionpréćedente,nousavonseffectúe une étudede l’hyperboled’équation(2). Grâceà cetteétude,
nousallonspouvonsdéterminerle nombredesolutionsdel’ équation(1) dedegré4, étantdonńequecessolutions
sontlesabscissesdespointsd’intersectionentrela paraboled’équationy � x2 et l’hyperboled’équation(2). Nous
cherchonslesdifférentessolutionspossiblesendistinguanttouslescasrencontŕesdansla sectionpréćedente.

4.1 Si A aB cC 2 A 0B 0C et b2 D 4d E 0

Etantdonńequel’hyperboleestréduiteà l’ensemblevide, l’ équation(1) n’admetpasdesolutionréelle.

4.2 Si A aB cC 2 A 0B 0C et b2 D 4d 2 0

L’ équation(1) admetcommesolutionlesabscissesdespointsd’intersectionentrela paraboley � x2 et l’hyperbole
déǵeńeréeréduiteà la droitey � � b

2.


 Si b  0, alors � b
2 � 0. Ainsi, l’ équation(1) admetdeuxsolutionsdoublesréelles� � b

2 et � b
2 .
 Si b � 0, l’hyperboledéǵeńeréeréduiteà la droitey � 0. Ainsi, l’ équation(1) admetunesolutionréellede

multiplicité4 et égaleà0.
 Si b � 0, alors � b
2  0. Ainsi, l’ équation(1) n’admetpasdesolutionréelle.
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y=−c/a

y=x2

y=−ax−b+c/a

Figure15: Un casoù a 
� 0 etδ � 0

4.3 Si A aB cC 2 A 0B 0C et b2 D 4d 3 0

L’hyperboleestréduiteàdeuxdroitesparall̀elesd’équationy1
�
x �"� 1

2
� � b � � b2 � 4d � ety2

�
x �"� 1

2
� � b

� � b2 � 4d � .
 Si � b � � b2 � 4d � 0,alorsl’ équation(1)admet4solutionssimples,quel’on pourraitnoter F x1 6 x2 6 � x1 6 � x2 G .
 Si d � 0, alorssi

– b  0, l’ équation(1) admetunesolutiondoublex � 0 et deuxsolutionssimplessymétriques,

– b � 0, l’ équation(1) n’admetqu’unesolutiondoublex � 0.
 Si � b � � b2 � 4d  0 et � b
� � b2 � 4d � 0, alorsl’ équation(1) n’admetquedeuxsolutionssimples.
 Si � b � � b2 � 4d  0 et � b
� � b2 � 4d  0, alorsl’ équation(1) n’admetpasdesolution.

4.4 Si a 12 0 et δ 2 0

La figure15 unerepŕesentationde la paraboled’équationy � x2 et de l’hyperboled’équation(2) pour le casoù
a 
� 0 et δ � 0. Occuponsnousd’aborddedéterminerla positiondela paraboled’équationy � x2 parrapportà la
droited’équationy � � c

a.

4.4.1 Position de la parabole par rapport à la droite y � � c
a

Quanda-t-onla droitey � � c
a tangentèa la paraboley � x2? Cettesituationseproduitlorsquel’ équationx2 � � c

a
admetunesolutiondouble,c’estàdire lorsquec � 0.
 Si � c

a � 0 alorsla droiteet la paraboleadmettentdeuxpointsd’intersectiondistincts.
 Si � c
a � 0 alorsla droiteet la paraboleadmettentun pointd’intersectiondoublequi estl’origine.
 Si � c
a  0 alorsla droiteet la parabolen’admettentpasdepointd’intersection.

Maintenant́etudionsla positiondela paraboled’équationy � x2 parrapportà la droited’équationy � � ax � b
� c

a.
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4.4.2 Position de la parabole par rapport à la droite y � � ax � b
� c

a

Quanda-t-onla droitey � � ax � b
� c

a tangentèa la paraboley � x2? Cettesituationseproduitlorsquel’ équation
x2 � � ax � b

� c
a qui équivaut à x2 � ax

�
b � c

a, admetune solution double. On pose∆1 � a2 � 4b
�

4c
a le

discriminantdecetteéquation.
 Si ∆1 � 0, la droitey � � ax � b
� c

a esttangentèa la paraboley � x2. Remarquonsquesi ∆1 � 0 et δ � 0
alorsac � 4d � 0.
 Si ∆1  0, alorsil n’y apasdepointd’intersectionentrela droiteet la parabole.Celaseproduitdanslescas
suivants:

– si a � 0, c � 0 et ac � 4d  0,

– si a � 0, c  0 et ac � 4d � 0,

– si a  0, c � 0 et ac � 4d � 0 et

– si a  0, c  0 et ac � 4d  0
 Si ∆1 � 0, alorsla droiteet la paraboleadmettentdeuxpointsd’intersectiondistincts.Celaseproduitdans
lescassuivants:

– si a � 0, c � 0 et ac � 4d � 0,

– si a � 0, c  0 et ac � 4d  0,

– si a  0, c � 0 et ac � 4d  0 et

– si a  0, c  0 et ac � 4d � 0

Cesdeuxétudesde positionsde la parabolepar rapportaux deuxdroitesnouspermettentde dresserle tableau
suivantetdedéterminerle nombredesolutionsréellesdel’ équation(refequ1).

ac ac � 4d Nbredesolutionsréelles Nbredesolutionscomplexes
del’ équation(1) del’ équation(1)� 0  0 aucune 4 conjugúees� 0 1 doublex � � a

2 2 conjugúees� 0 2 simples 2 conjugúees

 0  0
si � 2c � ab� 2

a3 
� � c, 4 simples

si � 2c � ab� 2
a3 
� � c, 2 simpleset

1 doublex � 2c � ab
a2

aucune

� 0

si 4c 
� � a3, 2 simpleset
1 doublex � � a

2
si 4c � � a3, 1 simpleet

1 triple x � � a
2

aucune

� 0 2 simples 2 conjugúees

Étudionsle casoù c � 0. Danscecas,la droitey � � c
a estréduiteà l’axe desabscisseset ∆1 � a2 � 4d. Comme

δ � 0, alorsonremarquequed � 0 aussi.
 Si ∆1  0, alorsl’ équation(1) admetunesolutionnullequi estdouble,
 si ∆1 � 0, alorsl’ équation(1) admetdeuxsolutionsqui sontdoubles,
 si ∆1 � 0, alorsl’ équation(1) admetunesolutiondoubleet deuxsolutionssimples.
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4.5 Si a 2 0 et c 12 0

Ce casde figure estassezparticuliercar l’hyperboleest ici réduiteà uneparabole.On cherchedoncles points
d’intersectiondecesdeuxparabolesafin dedéterminerlessolutionsdel’ équation(1). Il esttrèsdifficile depou-
voir déterminerle nombredesolutionset surtoutdepouvoir affirmerdansquelscasenfonctiondesparam̀etresb,
c etd.

Étantdonńesun foyer et unedirectrice,uneparaboleestdéfinie commel’ensembledespointsà égaledistance
dela directriceet du foyer.

Si on poseque
 lescoordonńesdu foyerdela parabolesont
�
x0 6 y0 � ,
 la directriceestparall̀eleà l’axedesordonńeesetd’équationy � γ

alors,l’ équationdela paraboleestla suivante

y � 1� 2γ � 2y0
x2 � x0

γ � y0
x
� � γ2 � y2

0
�

x2
0� 2γ � 2y0
�

La paraboled’équationy � x2 admetunedirectriced’équationy � � 1
4 etun foyerdecoordonńees

�
06 1

4 � . Onpose
γ1 � � 1

4.

Si on poseque
 lescoordonńesdu foyerdela parabolesont
�
x0 6 y0 � ,
 la directriceestparall̀eleà l’axedesabscisseset d’équationy � γ

alors,l’ équationdela paraboleestla suivante

x � 1� 2γ � 2x0
y2 � y0

γ � x0
x
� � γ2 � x2

0
�

y2
0� 2γ � 2x0
�

La paraboled’équationy2 � by
�

cx
�

d � 0 admetunedirectriced’équationy � b2� c2 � 4d
4c � ξ � c

4 et un foyer de

coordonńees
� � b

2 6 b2 � c2 � 4d
4c � où b2 � c2 � 4d

4c peuts’écrireξ � c
4. Onposeγ2 � ξ � c

4.

Soit M un point d’intersectionentreles deuxparaboles.Ce point M doit vérifier les deuxconditionssuivantes
:

1. la distanceentreM et le foyer F1 dela paraboled’équationy � x2 doit êtrela mêmequela distanceentrele
pointM et la directricey � γ1 decettemêmeparabole.Notonsd1 cettedistance.

2. la distanceentreM et le foyer F2 de la paraboled’équationy2 � by
�

cx
�

d � 0 doit êtrela mêmequela
distanceentrele pointM et la directricex � γ2 decettemêmeparabole.Notonsd2 cettedistance.

La figure16 suivantesch́ematisecesdeuxconditions.La paraboled’équationy � x2 estrepŕesent́eeenbleuet la
paraboley2 � by

�
cx
�

d � 0 enrougeet vert.
Remarquonsquelesdeuxdistancesd1 etd2 peuventêtredifférentes.Nouspouvonsaffirmerque
 lorsquele point

� ξ 6 � b
2 � estsitué audessusdela courbecommepourla figure16,c’està dire que

� b2 � 4d
4c

� 2  � b
2 6

alorsl’ équation(1) admetdeuxsolutionsréelles,ou commele montrela figure17,unesolutiondouble.
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F
1

F
2

y=γ
1

x=γ
2

M

ξ

Figure16: Intersectiondedeuxparaboles

ξ

Figure17: Solutiondoublepour
� b2 � 4d

4c � 2  � b
2
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 lorsquele point
� ξ 6 � b

2 � estsurla paraboled’équationy � x2, alorsl’ équation(1) admetunesolutiondouble
réelledecoordonńees

� ξ 6 � b
2 � .
 lorsquele point

� ξ 6 � b
2 � estsituéaudessousdela courbecommepourla figure16,c’estàdireque

� b2 � 4d
4c � 2 �� b

2 6 alorson ne peutrien affirmer sur le nombrede solutionsde l’ équation(1), maison sait qu’il peuten
exister 0, unedoubleou deuxsimples,commele montrentrespectivementles trois repŕesentationsde la
figure18.

ξ
ξ ξ

Figure18: Caspossiblespour
� b2 � 4d

4c � 2 � � b
2

4.6 Si a 12 0 et δ E 0

Géoḿetriquement,nouspouvonsaffirmerquedanscecasl’ équation(1) peutadmettresoit
 aucunesolution,
 unesolutiondouble,
 deuxsolutionsdoubles,
 unesolutiondemultiplicité4,
 unesolutiontriple etunesolutionsimple,
 unesolutiondoubleet deuxsolutionssimples,
 deuxsolutionssimples,
 quatresolutionssimples.

Eneffet, si
 l’hyperboleesttoujourssituéeendessousde la parabole,alorsl’hyperboleet la parabolen’admettrontpas
depointd’intersectionet l’ équation(1) n’admettrapasdesolution,
 la courbedéfinieparla fonctiony2

�
x � coupela paraboleenun seulpoint qui estdouble,et la courbedéfinie

parla fonctiony1
�
x � resteendessousdela parabole,alorsl’ équation(1) n’admettraqu’unesolutiondouble,
 la courbedéfinieparla fonctiony2

�
x � coupela paraboleendeuxpointsqui sontdoubles,et la courbedéfinie

parla fonctiony1
�
x � resteendessousdela parabole,alorsl’ équation(1) admettradeuxsolutionsdoubles,
 la courbedéfinieparla fonctiony2

�
x � coupela paraboleenunpointdemultiplicité4, et la courbedéfiniepar

la fonctiony1
�
x � resteendessousdela parabole,alorsl’ équation(1) admettraunesolutiondemultiplicité4,
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 la courbedéfinie par la fonction y2
�
x � coupela paraboleen trois pointsdont un estdouble,et la courbe

définieparla fonctiony1
�
x � resteendessousdela parabole,alorsl’ équation(1) admettratroissolutionsdont

uneestdouble,
 la courbedéfinieparla fonctiony2
�
x � coupela paraboleendeuxpointsdontunesttriple, et la courbedéfinie

par la fonctiony1
�
x � resteendessousde la parabole,alorsl’ équation(1) admettradeuxsolutionsdontune

esttriple,
 la courbedéfiniepar la fonctiony2
�
x � coupela paraboleendeuxpointssimples,et la courbedéfiniepar la

fonctiony1
�
x � resteendessousdela parabole,alorsl’ équation(1) admettradeuxsolutionssimples,
 la courbedéfiniepar la fonctiony2

�
x � coupela paraboleendeuxpointssimples,et la courbedéfiniepar la

fonctiony1
�
x � coupeen un point doublela parabole,alorsl’ équation(1) admettratrois solutionsdontune

seradouble,
 la courbedéfinie par la fonction y2
�
x � coupela paraboleen deuxpointssimples,et la courbedéfinie par

la fonction y1
�
x � coupeen deuxpointssimplesla parabole,alors l’ équation(1) admettraquatresolutions

simples.

4.7 Si a 12 0 et δ 3 0

Géoḿetriquement,nouspouvonsaffirmer que,dansce caset commede la mêmemanìerequepréćedemment,
l’ équation(1) peutadmettresoit
 aucunesolution,
 unesolutiondouble,
 deuxsolutionsdoubles,
 unesolutiontriple etunesolutionsimple,
 unesolutiondoubleet deuxsolutionssimples,
 deuxsolutionssimples,
 quatresolutionssimples.

Notonsqu’il estimpossibled’obtenirici unesolutiondemultiplicité4 pourl’ équation(1).

5 Conclusion

Afin derésoudreuneéquationdu4ièmedegré,

x4 � ax3 � bx2 � cx
�

d � 06
nouscherchonslesabscissesdespointsd’intersectionentrela paraboled’équationy � x2 (dontlescaract́eristiques
sontconnues)et l’ équation(2) dedegré2 eny dontlesparam̀etresdépendentdex

y2 � axy
�

by
�

cx
�

d � 0�
L’ étudenouspermetd’affirmerquel’ équation(2) admetdeuxsolutionsy1 ety2 dépendantdex etqu’il existetrois
principalesrepŕesentationsdecetteéquationsuivantlesvaleursdesparam̀etresa6 b6 c et d. Ainsi,
 si a 
� 0, le casestdit géńeriqueet l’ équation(2) estuneéquationd’unehyperbole,
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 si a � 0, le casestdit singulieret l’ équation(2) estuneparabole,
 si a � 0 et si c � 0, dépendammentdeb2 � 4d, on obtientdeuxdroitesparall̀elesdistinctesou confondues
ou l’ensemblevide.

La repŕesentationdesdeuxsolutionsy1 et y2 del’ équation(2) pardeuxcouleursdistinctespermetdeconcluresur
la continuit́e/discontinuit́edecesdeuxquantit́es.En effet, on saitquesi a2d � abc

�
c2 � 0, alorsil y a continuit́e

entrey1 ety2. La difficultédel’ étudeapparâit lorsqueà la fois lesdeuxparam̀etresa etc tendentvers0. L’ équation
(2) admetunerepŕesentationgéoḿetriquelorsquea et c tendentvers0 qui estdifférentede celle lorsquea et c
sontégauxà 0. En connaissantle comportementdecesdeuxcourbes,nouspouvonsdoncconnâitre lessolutions
del’ équationdedegré4.
Il est intéressantd’étudier le conditionnementdes formules de calculs à l’aide des couleursemployéespour
repŕesenterchacunedecescourbeset l’applicationaucalculà précisionfinie.
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