Résolutiongeontetriqued’une équationdedegré 4 : Partiel

F. Chaitin-ChatelinE. Traviesaset A. llahi
CERFACSWorking Notes: WN/PA/01/01

En s’inspirantdu livre de F. Klein [1], nousavons décou\ert une méthodeutilisée par les anciensafin de
résoudregéonetriquementiesproblemesdont la forme analytiqueestune équationdu 3°™° degré ou de degré
superieut Nouschoisissongci d’effectuerl’ étudedela résolutiongéonétriqued’une équationdu 4'“M€ degré.

1 Description du procedeée
Nousconsiceronsl’ équationenx a coeficientsréelsde degré 4 suivante
(1) X* + a4+ b+ cx+d =0.

Posons = x. L’ équation(1) devient
2) y2 + axy+ by+cx+d = 0.

Les racinesde I’ équation(1) sontdoncles abscissesles points communsa la paraboled’ équationy = x2 et a
I'hyperboled’équationy? 4 axy+ by-+cx+d=0.

2 Etude del'hyperbole
2.1 Ensemblede définition del'hyperbole

Etudionsl’ équation(2). Cetteéquationestune équationde degré 2 eny dont les coeficients dependentle la
variablex. En effet, y? + axy+ by+ cx+d = y? + (ax+ b)y + cx+d.
La natudedesracinesde cetteéquationdépendentiu signede la fonctionA(x) suivante:

A(X) = (ax+b)? — 4(cx+d).
2.1.1 Etude du signede A(x)
La fonctionA(x) estun polyndmede degré 2 enx a coeficientsréels.Cettefonction peutégalemens’écrire
A(X) = a®%% 4 (2ab— 4c)x+b? — 4d.

Nousallonsdifférencierdeuxcas,le casol a # 0 ducasou a=0.

Casoua#0
Calculonde discriminantde A(x). Il estégala
d = (2ab— 4c)? — 4a’(b? — 4d) = 16(a’d — abc+ c2).

1. Sid>0.
LesracinesdeA(x) sont



—ab+2c—2+/a2d—abct-c?
® Xl = 22

—ab+2c+24/a2d—abctc?
® X2 = 2 .

Par consgquentA(x) eststrictemenipositif (a2 > 0) si x €] — o0; x1 [U]x2; +00[. Dansce casl3, lessolutions
del’ équation(2) sontréelleset sontlessuivantes

o yi(X) = —(ax+b)— (a;+b)2—4(cx+d)
o yo(X) = —(ax+b)+ (a;+b)2—4(cx+d).
Ainsi,
sia’d — abc+ ¢ > 0, alorsI’hyperboleestdéfinie sur] — o; x [U]xp; +oo].
. Sid=0.
LaracinedeA(x) estdoubleetestégalea
—ab+2c
=

Par congquentA(x) peuts'écriredela fagon suvante
A(X) = a2(x— xq)>.
Danscecasla, A(x) estpositif quelquesoit x etles solutionsdel’ équation(2) sont

o Z(@h)jaxxg

—(axtb) +[al[x-xg
. f .

Lesvaleursdey; (x) ety,(x) dépendentu signedea etdela positionde x parrapporta celledexy. Ainsi,

e Sia>0,
yi(x) = -% pour X< Xq
= —ax—b+% pour x>xg
y2(x) = —ax—b+% pour x<xg
= -2 pour X> X4
e Sia<O,
yi(x) = —ax—b+$& pour x<xg
= —£ pour X >Xg
y(x) = —% pour x<Xq

a
= —ax—b+Z pour x>Xxg

Si a?d — abc+ ¢? = 0, independemmerdu signede a, I'hyperboleestdéfinie sur'ensembledesréelstout
entier De plus,lesdeuxbrancheslel’hyperbolesontréduitesa deuxdroitesqui secoupentaupointcritique
X4 Danslesfiguresl et 2, nousavons mis surun mémegraphe pourtout x, lesvaleursdey;(x) entraits
continusrougeset les valeursde y»(x) entraits continusvertsdanslescasou a > 0 eta < 0. Cecasesta
notercarc’estle casou I'hyperboleestdite degerérée.

. Sio<O0.
Lesracinesde A(x) sontcomplexes. Par congquentgtantdonré quea? estpositif, alors quelquesoit x,
A(x) estpositif. Ainsi, quelquesoitx, I' équation(2) admetdeuxracinesréelles.

Sia?d — abc+ ¢? < 0, 'hyperboleestdoncdéfinie pourtout x réel.



Figurel: Casoua>0,06=0,Yy; (rouge), Figure2: Casoua<0,06=0,Yy; (rouge),
y2 (vert) y2 (vert)

Casoua=0
L’ équation(2) devient
y?+by+cx+d=0.

Le discriminantassodvautA(x) = b? — 4(cx-+d). ParcongquentA(x) > 0 sicx< bz%fd. Danscecas|’ équation
admetdeuxsolutionsréelles

Dansle casou A(x) < 0, I’ équationn’admetpasde solution.
SiA(x) > 0, 'ensemblede définition dey; (x) ety»(x) dependdec.

Pourdiscutercettedéependancenc, nousallonsétudiersepaémentle casou ¢ £ 0 etle casou ¢ = 0.

Casouc#0

Onnoteg = bz%jd. Sic> 0,A(x) > 0sur] — w;&]. Ainsi, y1(X) ety,(x) sontdéfiniessur] — o; ].

Par contre,sic < 0, A(x) > O sur[g; +oo[. Ainsi, y1(x) etys(x) sontdéfiniessur|[g; +co|.

Dansce casparticulierou a = 0, dependementlu signede c, I'hyperbole est définie soit sur ] — «; &] soit sur
[§; +oo[. Parcongquentjndependemmerdu signedec, I'hyperboleestréduitea uneparabole.

Casouc=0

La quantie A(x) estréduiteab? — 4d. Sib? — 4d > 0, alors|’ équationadmetdeuxsolutionsréelles

_b+/p2_
. yl(x):w

_bar/p2—
° yz(x):w

qui formentdeuxdroitesparalklesa I'axe desabscissessymétriquespar rapporta la droite d’équationy = —g .

Cesdeuxdroitessontconfonduesvecla droite d’équationy = —g siA=0. SiA <0, équationn’admetpasde
solution. Par congquent,’hyperboleestsoit reduitea deuxdroitesparalklesqui peuwentétre confonduessoit
n'estpasdéfiniesurl’ensembledesréels.



2.1.2 Conclusion

Il existedescas,commele casou a =0 etc =0, ou I'ensemblede définition etI'allure deI'hyperbolesontétablis
de mankre claire (deux droitesparalkles). |l estnécessaire présentd’effectuerune étudeasymptotiquedes
brancheslel’hyperbolepourlesautrescasou I'hyperbolen’estpasréduitea desdroites.

2.2 Etude asymptotiquede I'h yperbole

Lescasou uneétudeasymptotiquesstnécessairsontles cassuivants:
e casl:a#0etd>0,
e cas2:a#0etd<0,

e cas3:a=0etc#0.

2.2.1 Etude asymptotiquede I'hyperbole dansle cas1

Sia# 0etd > 0, alorsl' équatior?2 admetdeuxsolutionsy:(x) ety»(x) définiessurl'intervalle] — oo; Xq [U]xg; 4-00[
avec

—ab+2c—24/a2d—abct-c?
® X1 = 2

—ab+2c+24/a2d—abct-c2
® Xp = 2 .

Nousallonsfaire uneétudeasymptotiquelesfonctionsy; (X) etyz(x) en-+oo et —oo.

Etude asymptotiquedey; (x) en —w

Rappelonda formuledey; (X) :

(g =~ = VD= dexcd)

Nouspouwonsécrirey; (X) decetteforme,ensupposantiuea etb sontdesquantiésfinies,

—(ax+b)— |ax+b]| 1{‘5\%‘)’;

2

yi(x) =

e Sia>0.
Lorsquex tendvers—oo, alorsax+ b < 0. Ainsi,

_ _ 4cxtd)
> .

Sixtendvers—oo, alors%z tendvers0. Nouspouwnsdoncfaireundéveloppementimitéde, /1 — gi%b‘;%
lorsquex tendvers—co. Ainsi,

4cx+d) . 14(cx+d) 1116(cx+d)?

T (axtb2 7 2(ax+b)2 24 (ax+b)?




Donc,lorsquex tendvers—o etquea > 0,

2(extd)  2(cx+d)?
o ~ —(ax+b)+ (ax+b)(1—w W)
oxtd _ (ox+d)?
Vil}) ~ 5~ aab? ;
lad-b 1
g~ =G )
1abc-a“d—
ya(x) —a e

Uneasymptoteal’hyperboleen —o lorsquea > 0 estunedroite paralkleal’axe desabscissestd’équation
y = —£. Lapositionrelative de la courbepar rapporta I'asymptoteestdonréeparle terme""bc%idfc2 =

—%. Commed > 0, I'hyperbole seradéfinie sur] — c;X1] U [x2; +o[ et la courbedécrite paryi (x) sera
situeeaudessusle'asymptote.

e Sia<O.
Lorsquex tendvers—oo, alorsax+ b > 0. Ainsi,

4(cx+d)
~ (axtby?

—(ax+b) — (ax+b)
y1(x) = >

Sixtendvers—oo, alors% tendvers0. De la mémefagon queprécddemmentnouspouvonsécrireque
lorsquex tendvers—oo etquea < 0,

2(cx+d) 2(cx+d)2)

yi(x) ~ (@ B (wehy?
2
Y ~ —(axtb)+ &ﬁ%{ﬁﬁ
V)~ —(@xb)+ (2 x5
y1(X) -~ (ax+ b)—l— +1a2d abc+02

Une asymptotea I'hyperboleen —o lorsquea < 0 estunedroite d’équationy = —ax— b+ £. La position
relative de la courbepar rapporta I'asymptoteestdonréeparle termeM 65a3. Commed > 0,

alorsI’hyperboleestdéfinie sur] — ;3] U [X2; +0[ et la courbedécrite paryi(x) estsituée au dessusle
'asymptote.
Etude asymptotiquedey; (x) en+w

Commepréccdemmentnousécrivonsy; (x) sousla forme suivante:

. . _ 4(cx+d)
() = (ax+b)— |ax+b]| (axib)2
3 .
e Sia>0.
Lorsquex tendvers+oo, alorsax—+ b > 0. Ainsi,
—(ax+b) — (ax+b) Aexid)

T (axth)?

yi(X) = >

Sixtendvers+oo, alors% tendvers0. Donc,lorsquex tendvers+-c etquea > 0,

2(cxid) 2(cx+d)2 )

—(ax+b)—(ax+b)(1——2(ax+b) Taib?

yi(x) ~ —(ax+b)+ g+ ied=aberc

a



qui a &t demontgé dansla sectionpréccdente.Une asymptotea I'’hyperboleen + lorsquea > 0 estune
droite d’équationy = —ax— b+ £. La positionrelative de la courbepar rapporta I'asymptoteestdonrée

parle termeaZd_*;‘sM = 125 Commed > 0, l'hyperboleestdéfinie sur] — eo;xa] U [xz; +co etla courbe
décritepary; (x) estsitueeaudessusiel'asymptote.

e Sia<O.
Lorsquex tendvers+oo, alorsax+ b < 0. Ainsi,

—(ax+b) + (ax+b) /1 — 2ed)

(axt+b)?
X) = .
y1(X) 5
Six tendvers+o, alors (;ﬁg)z tendvers0. Donc,lorsquex tendvers+o etquea < 0,
L d)2
*(aX+b)+(ax+b)(1,2(Cx+d2)7M)
(ax+b)2  (axt+b)
Y1(X) ~ - 2Czax ax.
yi(x) ~ &4 labedac

Une asymptotea I'hyperboleen + lorsquea < 0 estunedroite paralkle a I'axe desabscisses’équation
y = —<. Lapositionrelative dela courbepar rapporta I'asymptoteestdonréeparle terme""bc%idfc2 =

— %3. Commed > 0, I'hyperboleestdéfiniesur] — co; X3 ] U [xp; 00| etla courbedécritepary; (x) estsituée

audessusle'asymptote.

Etude asymptotiquedey,(x) en —oo

Pourétudiery,(x), nousnousinspironsde ce qui vient d’ étreétabli. Rappelonda formule dey,(x) :

—(ax+b) + /(ax+b)2— 4(cx+d)
ya(X) = > .
Nouspouwnsécrireyy(x) decetteforme:
. _ 4(cxtd)
o) = (ax+b)+ |ax+b|4/1 Taxib)?
> .

e Sia>0.
Lorsquex tendvers—oo, alorsax+ b < 0. Ainsi,

d
—(ax+b) — (ax+b)/1— m)g
5 .

Y2(X) =

Six tendvers—o, alors (;fjg)z tendvers0. Donc,lorsquex tendvers—o etquea > 0,

_ - _2cxid)  2exid)?
Y2(X)  ~ () (@01 T b2~ (axity)

2
2d— 2
Ya(X) ~ —(ax+b)+g+iad-aberc

Uneasymptotel’hyperboleen—oo lorsquea > 0 estunedroited’ équationy = —ax—b. La positionrelative
dela courbeparrapportal’asymptoteestdonréeparle termeazd—‘;"‘gm = -3 Comme3 > 0, 'hyperbole
estdéfiniesur] — o; x31] U [x2; +o[ etla courbedécritepary: (x) estsitueeendessousle'asymptote.



e Sia<O.
Lorsquex tendvers—oo, alorsax+ b > 0. Ainsi,

4w+m+mmm)1—gﬁ$

y2(X) = >

Sixtendvers—oo, alorsﬁ2 tendvers0. Donc,lorsquex tendvers—o etquea < 0,

2(cxtd)  2(cxrd)?
—(ax+b)+(ax+b)(l—é§i7;>2)—&%;l)

Yo(X)  ~ S 2
yZ(X) ~ _EE‘+)_1(3¢’C*(’:17§*02_

Uneasymptotea I'hyperboleen —« lorsquea < 0 estunedroite paralkle a I'axe desabscisses’'équation
y = —<. Lapositionrelative de la courbepar rapporta I'asymptoteestdonréeparle termeabc—_;gﬂ =

— %. Commed > 0, I'hyperboleestdéfiniesur] — co; X1 ] U [x2; + ] etla courbedécritepary,(x) estsituée
endessouslel'asymptote.

Etude asymptotiquede y»(x) en +w

Commepréccdemmentnousécrivonsy(x) sousla forme suivante:

- _ 4(cx+d)
o) = (ax+b)+|ax+b|,/1 b2
5 )
e Sia>0.
Lorsquex tendvers+oo, alorsax+ b > 0. Ainsi,
—(ax+b) + (ax+b), /1 — Hetd)

(ax+b)2

Y2(X) = >

Sixtendvers—+oo, alorsﬁz tendvers0. Donc,lorsquex tendvers+-c etquea > 0,

_ 2(cxtd) 2(c><+d)2)

—(@xtb)—(@xtb)(1- T~ i)

yZ(X) ~ 2
ya(X) ~ —Colabede S

Uneasymptotea I'hyperboleen+ lorsquea < 0 estunedroite paralkle a I'axe desabscisses’équation

y = —£. Lapositionrelative de la courbepar rapporta I'asymptoteestdonréeparle termeabc*g# =

- %. Commed > 0, I'hyperboleestdéfiniesur] — oo; x1] U [X2; +o[ etla courbedécritepary.(x) estsituée

endessouslel'asymptote.

e Sia<O.
Lorsquex tendvers+oo, alorsax+ b < 0. Ainsi,

—(ax+b) — (ax+b),/1— %@
y2<X) = 2 ‘
Sixtendvers+oo, alors% tendvers0. Donc,lorsquex tendvers+-c etquea < 0,
2(cx+d) 2(cx+d)2
yz(x) N —(ax+b)—(ax+b)(1——2(ax+b) ~ b )

2
Ya(x) ~ —(ax-+b)+ g+ ied=abed,

a



Uneasymptotel’hyperboleen-+o lorsquea > 0 estunedroited’équationy = —ax—b. La positionrelative
dela courbeparrapportal’asymptoteestdonréeparle terme% = -8 Comme3 > 0, 'hyperbole

estdéfiniesur] — o; x1] U [x2; +oo[ etla courbedécritepary.(x) estsituéeendessousle'asymptote.
2.2.2 Etude asymptotiquede I'hyperbole dansle cas2

Sia# 0etd < 0, alorsl’ équation2 admetdeuxsolutionsys (X) etyz(x) définiessurl’ensembledesréels. Nous
pouwonseffectuerla mémeanalysequedansle casl et obtenirainsiquel’hyperboleadmeties mémesasymptotes
quedansle casl, c’estadire la droited’équatiory = — £ etla droited’équatiory = —ax— b+ £.

2.2.3 Etude asymptotiquede I'h yperbole dansle cas3

Dansle cas3, leséquationsy; (x) etyz(x) deviennent

. yi(x) = —b—\/b22—4(cx+d)

Cesdeuxfonctionssontdéfiniessur] — «; &] si ¢ estpositif et sur[§; +[ si c estnégatif. Nousremarquonsgjue
cesdeuxfonctionsn’admettenpasd’asymptote.

2.3 Conclusiondel étudedel’hyperbole
Rappelongjue

_ _2+/a2d— 2
o x| = ab+2c—2 2ad abctc
a

_ \/a2d— 2
o Xp = ab+2c+2 2a d—abctc
a

X, = 2
b?—4d
*&="%"

Donnonsa présent’ensembledesformesgéonetriquesquepeutadmettrd’ équation(2).

1. Casdel’hyperbole: discontinuiedey; (rouge)parrapportay. (vert)

y=-ax-becla

X1 ~—'

x2 y=-cla

" y=-ax-bicla

Figure3: 0> 0eta>0 Figure4: 0> 0eta<0



. Casdel’hyperbole: continui€ dey; (rouge)parrapportay, (vert)admettantin pointdouble

/ 'y:-ax-b*fc/a

\\ } ' y=-cla

. y=-ax-bcla
.

\ S

\ /

N Ve

.

Figureb:d=0eta>0 Figure6: d=0eta<0

3. Casdel'’hyperbole: continui&lissedey; (rouge)parrapportay, (vert)

y=-ax-brcla

y=-cla

Figure7: d<0eta>0 Figure8: 0 < 0Oeta<0
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4. Casdela parabolda = 0, y; enrougeety, envert)

Figure9:a=0etc>0 Figurel0:a=0etc<O

5. Casdela paraboledégerérée

e Sommetal'infini (y; enrougeety, envert)

-bi2

-bi2

Figure12:a=0,c=0etb’ - 4d=0: unedroite

Figurell:a=0,c=0etb?—4
igurell:a=0,c=0etb d>0 double

¢ Pasderacinesréellespoury; ety lorquea=0,c=0eth?—4d <0

Dressonde tableaurésumantouslescasdefiguresrencontés.

a>0 figure3

6>0 a<0 figured Discontinuié
H}/p'er.bole az0| 0=0 a>0 f!gure5 Continui#
gérérique a<0 figure6

5<0| 2~ 0 figure7 Continuitlisse

a<0 figure8
Parabole c>0 figure9

singuliere | &~ 0| ¢#0| ._¢o figure 10 Discontinuié
Point b*—4d >0 figurell

déecereré a=0| c=0| b*-4d=0 figurel2
egerere

b2—4d<0
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3 Etude del éwlution del'hyperbole enfonction desparamétres

Nousavonsainsidescasd’hyperbolesdégeréréeset gérériques.Nousallonsétudierl’ @wlution deI’hyperbole
descasgérériquesverslescasdégeréres.

3.1 Casoua#0etd>O0verslecasoua=0etc#0

Siatendvers0 etc estfixe nonnul, alorsd = 16(ad — abc+ ¢?) ~ 16¢? doncs estpositif. Ainsi, lessolutionsde
I' équation2 formentl’hyperboledela figure 3 ou 4. A la limite, lorsquea = 0, les solutionsde I’ équation2 sont
surunehyperbolerepresengesparla figure9 ou 10.

Commentéwluentlesfigures3 et4 lorsquea tendvers0? A la limite, seront-ellecommel’'une desfigures9 ou
10?

Etudionsa présentles comportementslesdeuxvaleursx; et x; lorsquea tendvers0. Nousallons noussituer
dansle caslimite ou a estprochede 0 mais non nul et que c estnon nul. Dansce casla, noussa/ons que

v/a2d — abc+ 2 peuts'écrire| ¢ | |/ @458 7,

Commea tendvers0, nouspouvonsfaire un developpemenlimit &€ auvoisinagede 0 etainsiécrire

la*d—abc 1 (a’d—abc)
NE 2. = _
a?d —abc+c |c|(1+2 2 8 ; )

Commeon supposeajuea tendvers0, on peutdoncécrire

2
—ab+2c— 2\c\(1+1—2—ad abe %T(ad abg )
az

X1 ~

Afin dedéterminellescomportementlesextrémitesdeshyperboles; etx, quandatendvers0, nousdifférencions
lesdeuxcas: le casou c > 0 etle casou ¢ < 0.

e Sic>0.
Dansce casprécis,
2d— 2d—abc)?
7ab+20720(1+1a d_abc 1 (& )
X| o~ ;2_ 8 A4
2 2
X1 ~ ___|_1b +}1ad abcd’
et

a2
,ab+20+20(1+l M,% (diabc)

X2 ~
1 1
X ~ —RHE-IRE -

Ainsi, lorsquea tendversO etquec > 0, x; tendvers§ = —g + %1b—cz etx; tendvers+oc. On retrouwe la
paraboledela figure9.

e Sic< 0. Danscecasprécis,

et
a2 2
—ab+2c+2c(1+ 1ﬂ2a_bc %%ﬁbi)

X2 ~

X d, 1p? 1agd2 abcd
2 o~ ct+ 13 - -

ct3i

Ainsi, lorsquea tendversO0 et quec < 0, x; tendvers—ow etx, tendversg = f% + %%2. On retrouwe la
paraboledela figure 10.
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Dansle casou c estfixe nonnul, lorsquea tendvers0, unebranchedeI'hyperboledesfigures3 et 4 s’éloignea

I'infini alorsquela secondérancheéwlue pour étrede la forme d’une parabolecommecelle repiesenéeparla

figure9 ou 10.

Le casdela figure9 ou 10 nepeuwentprovenirquedu casdela figure3 ou4. En effet, lorsqueonfait tendrea vers

0 etongardec fixe nonnul, & partir d’'unecertainevaleurdea la quantié d estde I'ordre de 16¢? doncstrictement
positive.

3.2 Casdesfiguresou a+ 0etc# 0 verslescasdesfiguresoua=0etc=0

Onrappellequed = 16(a’d — abc+ ¢?) = 16a%(d — bg + (£)?). Notonspart I élementS. Ainsi, & estdu méme
signequed — bt +t2. Donc,apremirevue,

e sib? - 4d < 0, alorsd > 0 indépendemmerdet = £. Donc,enfaisantendrea etc vers0, la quantie d sera
toujourspositive. Ainsi, les solutionsde I’ équationformenttoujoursl’hyperbolerepesenéeparla figure 3
ou4. A lalimite, onaa=0,c = 0etb?—4d < 0. Donc,lessolutionsdel’ équation2 sontl’ensemblevide.
Commentwluentlesfigures3 et4 lorsque(a,c) — (0,0)?

e sib? - 4d =0, alorsd > 0 quelquesoitt # 5.

— Enfaisanttendrea etc vers0 tel que £ # g, la quanti& o seratoujoursstrictemenpositive. Ainsi, les
solutionsde I' équationformenttoujoursl’hyperbolerepresengeparla figure 3 ou 4. A la limite, on
aa=0,c=0ethb?—4d = 0. Donc,lessolutionsde I’ équation2 formentI’ensemblereptéseng par
la figure 12. Commentéwoluentles figures3 et 4 lorsque(a,c) — (0,0) etb? —4d = 0? A la limite,
sont-elleccommela figure 127

— Enfaisanttendrea et c versO tel que § = g, la quantié 6 seratoujoursnulle. Ainsi, les solutions
del' équationformenttoujoursl’hyperbolerepesengeparlesfigures5 ou 6. A la limite, onaa=0,
c =0 etb?—4d = 0. Donc, les solutionsde I’ équation2 formentI'ensemblerepéseng par la figure
12. Commentéwluentlesfigures5 et 6 lorsque(a,c) — (0,0), £ = g etb? — 4d = 0? A la limite,
sont-ellesccommela figure 12?

e sib?—4d > 0, alors,quelquesoit x appartenana 'intervalle

] — oo 2V 2274‘1 U] 2R b274d;+00[, onad > 0.

2

— Enfaisanttendrea et c vers0, toutengardants dansl'intervalle] — co; 2B 32’4‘1 ] By 2274d ;oo
la quanti& & seratoujourspositive. Ainsi, les solutionsde I' équationforment toujoursl’hyperbole
represenge par la figure 3 ou 4. A la limite, onaa=0, ¢ = 0 etb?— 4d > 0. Dong, les solutions
del' équation2 formentl'ensemblerepesent parla figure 11. Commentéwluentlesfigures3 et 4

lorsque(a,c) — (0,0), £ €] —oo; by 2274‘] U] bty 2274d;+00[ etb? —4d > 0? A la limite, sont-elles
commelafigure11?

— Enfaisanttendrea et ¢ vers0, tout engardant? égala b-v 32’4‘1 oua 2tV 32’4‘1, la quantié 6 sera
nulle. Ainsi, lessolutionsde I’ équationformenttoujoursl’hyperbolerepresengeparla figure 5 ou 6.
A lalimite, onaa= 0, c= 0 etb?— 4d > 0. Donc, les solutionsde I équation2 formentI'’ensemble

repeseng parla figure 11. Commengwluentlesfigures5 et 6 lorsque(a, c) — (0,0), £ = %

oug = b+vb—4d \/;’2*4d etb? — 4d > 0? A lalimite, sont-ellescommela figure 11?

— Enfaisanttendrea et c vers0, toutengardant dansl'intervalle] by 22_4"; bty 22_4" [, laquantie o
seratoujoursnégatve. Ainsi, lessolutionsdel’ équatiorformenttoujoursi’hyperbolerepiésenéeparla
figure7 ou8. A lalimite, onaa=0,c= 0 etb? — 4d > 0. Donc,lessolutionsdel’ équatior2 forment
'ensemblerepresené par la figure 11. Commentéwluentlesfigures? et 8 lorsque(a,c) — (0,0),

—+/b2— A\/b2— L .
ge]b g 4d. bt g 4d[?A la limite, sont-elleccommela figure 11?
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Figure13: (a,b,c,d) = (1079,40,2.10-%,400)

Nousallonsmaintenanessayede vérifier analytiquemenliesdifférentscasd’ éwlution citésprécedementouten
fournissantdesréponsesuxquestiongpoLes.

e Casolb?-4d < 0.
Dansce cas,on obtientqued = (2ab— 4c)? — 4a?(b? — 4d) > 0. Lesvaleursdex; etx, sontlessuivantes

. _ —(2ab-40)—V3
Xl - 232

. _ —(2ab-40)+3
X2 = 2a2

Alors lorsque(a,c) tendvers (0,0) x; tend vers —o et xp tend vers 4. L'ensemblede définition de
I'hyperboleestalorsvide. Lesbranchesie'hyperboledela figure 3 ou 4 s’écartentaufur eta mesureque
a etctendentversQ. On obtientalorsle casou I’ équation(2) estréduit’ensemblevide.

e Casol b? —4d = 0. Nousavonsvu préecddementu’il fautdistinguelesdeuxcassuivants: T g ets = g.

- Sic+£b
a 2
Sib%2—4d =0, alorsd = (2ab— 40)2. Lorsquea tendversO, lesvaleursde x; et x, peuventvarier
d’'unedesfagnssuivantes.

x X estégala0 etxp tendvers+oo, etI’hyperboleseradéfinie sur]0, 4|, soit

x X1 tendvers—oo etx; estégala, etI’hyperboleseradéfiniesur] — o, 0].
Dans ces cas de figures, I'hyperbole de la figure 3 ou 4 éwlue de la fagon suivante: l'une des
branchess’écartea l'infini tandisque I'autre auratoujoursle sommeten O et éwlue pour prendre
la forme d’'une demi-droitecommele montrela figure 13 en prenantcommeexemple(a,b,c,d) =
(107%,40,2.107%,400).
Lorsquea et c tendentversO0, I'hyperboleéwlue versuneforme qui estdifférentede celleou (a, c) =
(0,0). L’hyperboleéwlue versunedemi-droited’équationy = —g définie sur R~ ou sur R™ alors



14

—-10+ -

-30f —

—40F =

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Figure14: (a,b,c.d) = (107°,40,5.10°8,40)

quelorsquea et ¢ sontégauxa 0, on a unedroited’équationy = —3. Ce phénoneneestsemblablea
celuirencontélorsdel’ étudedela convergencedela méthoded’ ArnoId| enfonctionduvecteurinitial
développ’aedans[Z].

- Sl 2
Dansce cas,la valeurde 9 estnulle. L’hyperboleestalorsrepésengeparla figure 5 ou 6. Comme

= g, la valeurdexy estnulle. Lesasymptotesontlessuivantes unedroited’équatiory= —% = —g

et uneautred’équationy = —ax— 2 5. Lorsquea tendvers0, les deuxasymptotegendenta devenlr

confondue®td’équationy = —9 Commele montrela figure 12.

— Casoub?—4d >0

. _ 2_ \/b2— N ., .
% Sit= < €]—o; 2 3 ad U] bt g 4d;+<>o[, alorsd > 0. Mais indépendemendlu signede a,
X1 et Xz tendentensemblevers+o ou vers —o si a et ¢ tendentvers0 tout en gardantt = g €

] — oo; by 22’4‘1 [U] bty *;2*‘“‘ ;4oo[. L'hyperbolede la figure 3 ou 4 éwlue de la fagon suivante
. une branchede I'hyperbole s’éloignea l'infini tandisque I'autre devient définie sur tout IR.
De plus, le point d’intersectiondesdeuxasymptotegendversl'infini. Commede plus, I'angle
entrelesdeuxasymptoteslevient de plus enplus petit, la branchede I'hyperboledéfinie surtout
IR éwolue pour devenir deuxdroitesparalelescommele montrela figure suivante14 en prenant
commeexemple(a, b, c,d) = (107°,40,5.1078,40). Lorsquea et c tendentvers0, lesfigures3 et
4 ewluentverslaformedelafigure11.

. — 2_ . \/b2—

* Sit=¢ = big“d ousit= ¢ = b+724d, alorsd = 0 eton estdansle casde'hyperbolede
la figure5 ou6. Donc,xq = —Vb:“d sit=2¢ = # etxy = —Vba4 sit=¢= L Vb2 -ad
Lorsquea et c tendentvers 0, x4 tend alorsversl'infini. Une droite de la figure 5 ou 6 reste
toujoursparalkle a I'axe desabscisse®t d'équationy = —t ou t estfixe. L'autre droite de la

figure 5 ou 6 admetun coeficient directeurqui tendvers0 et une ordonreea l'origine (quand

x=0) constanteM Lorsquea etctendentvers0, I'hyperboledela figure5 ou 6 éwlue

verslaformedelaﬂgurell Enparticulier I'hnyperboledela figure5 ou 6 éwlueversdeuxdroites
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paralklesd’équationys; (x) = —t etys(x) = —b+t. Sit = Lghm, alorsy; (x) = —biy b 4d V2b2’4d et

—b—1/b2— . \/b2— —b—1/b2— —_b+t+/b2—
yo(x) = 2V iy — BEVET A giorsyy (x) = 2V ety,(x) = VA
x Sit €] by 32"“’; biy gz"“’ [, alorsd < 0 eton estdansle casdesfigures? et 8. Danscecas,nous
avons
- yi(xX) = —(ax+b)— (a;+b)2—4(c><+d)
- yo(X) = —(ax+h)+ (a;(+b)274(cx+d)
qui sontdesfonctionsC* surtout I'ensembledesréels. Lorsque(a,c) = (0,0) etb? —4d > 0,

_ —b/b?—ad
-2z

lessolutionsy; (X) ety(x) del’ équation2 formentdeuxdroitesparalklesy; (x) = et

ya(X) = —btyb—ad Vzbz"ld dela figure 11. Nousnousattendons ce que,lorsquea et c tendentverso,
lesdeuxbrancheslel’hyperboledela figure 7 ou 8 tendenta étrecesdeuxdroitesparalkles.

Pour vérifier cela, nousallons cherchera calculer pour x appartenani [—-R, R], avec R fixe et
tresgrand,etlorsquea et ¢ tendentversO, la limite dela plusgrandevaleuratteintepar | y1(x) —

—b-yb 4d Vzbz"‘d | etya(x) — —biy b 4d V2b2’4d. Les fonctionsyi (X) et y2(x) sontcontinuesdoncy; (x) —

—bybrad VZbMLd ou Yo (X) — —biybad Vzbz"ld atteignenun maximumenun pointxp delintervalle [—R R].
Pour calculerla limite, on posex = xg et on fait tendrea et c vers0. Il estclair alorsqueles
deuxlimites chercléessontnulles. Ainsi, lorsquea et ¢ tendentvers0, les deux branchege
I'hyperboledelafigure7 ou 8 tendent étredeuxdroitesparaliesd"equatioryl(x) = w

etyz(x) = =biyb*-4d V2b2_4d commecelaestrepiésené dansla figure 11.

Ceciachewe!’ étudedel’ éwlution del’hyperboleenfonctiondesparanetres.

4 Deétermination geomérique du nombredesolutionsr éellesdel’ équation
dedegre4

Dansla sectionprécddente nousavons effectué une étudede I'’hyperbole d’équation(2). Gracea cette étude,
nousallonspouvonsdéterminede nombredesolutionsdel’ équation(1) dedegré 4, étantdonré quecessolutions
sontlesabscissedespointsd’intersectionentrela paraboled’@équatiory = x? et ’hyperboled’équation(2). Nous
cherchongesdifférentessolutionspossibleendistinguantousles casrencontésdansla sectionprécédente.

4.1 Si(a,c)=(0,0)ethb?—4d <0

Etantdonre quel’hyperboleestréduiteal’ensemblevide, I' équation(1) n’admetpasde solutionréelle.

4.2 Si(a,c)=(0,0)etb’—4d=0

L’ équation(1) admetcommesolutionlesabscissedespointsd’intersectionentrela paraboley = x? etI'hyperbole

degereréeréduitea la droitey = — 5.

e Sib<0,alors—5 > 0. Ainsi, I' équation(1) admetdeuxsolutionsdoublesréelles—/ =P et | / 2.

e Sib =0, I'hyperboledégeréreeréduitea la droitey = 0. Ainsi, I' équation(1) admetunesolutionréellede
multiplicité 4 etégaleaO.

e Sib>0, alorsfg < 0. Ainsi, I' équation(1) n'admetpasde solutionréelle.
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y=x*

y=—ax-b+c/a

y=—cla

v

Figurel5: Uncasoua= 0etd=0

4.3 Si(a,c)=(0,0)etb?—4d >0

L’hyperboleestréduiteadeuxdroitesparalklesd’ équatiory; (x) = 3 (—b— vb2 — 4d) ety,(x) = 3(—b+ vb? — 4d).
e Si—b—+vb2—4d > 0,alorslI' équation(1) admet solutionssimples quel’'on pourraitnoter{xy,xz, — X1, —X2}.
e Sid=0,alorssi

— b < 0,I"équation(1) admetunesolutiondoublex = 0 et deuxsolutionssimplessymétriques,
— b>0,I"équation(1) n"admetqu’unesolutiondoublex = 0.

e Si—b—+/b?2—4d <0et—b++v/b?—4d > 0, alorsl’ équation(1) n"admetquedeuxsolutionssimples.
e Si—b—+vb?2-4d < 0et—-b++b?—4d < 0, alorsI’ équation(1) n'admetpasde solution.

44 Sia#0etd=0

La figure 15 unereprésentatiorde la paraboled’ équationy = x? et de I'hyperbole d’équation(2) pourle casou
a# 0etd> 0. Occuponsiousd’abordde determineta positiondela paraboled’ équationy = x? parrapporta la
droited’équationy = —£.

4.4.1 Position dela parabole par rapport aladroitey = —£
Quanda-t-onla droitey = — £ tangentei la paraboley = x?? Cettesituationseproduitlorsquel’ équationx?® = —
admetunesolutiondouble,c’estadire lorsquec = 0.

c
a

¢ Si—£ > Oalorsladroiteetla paraboleadmettentieuxpointsd’intersectiondistincts.
e Si—£ =0alorsladroiteetla paraboleadmettentn pointd'intersectiondoublequi estl'origine.
e Si—£ < Oalorsladroiteetla parabolen’admettenpasde point d'intersection.

Maintenan&tudionda positiondela parabolel’équatiory = x? parrapportala droited’ équatiory = —ax— b+ <.



17

4.4.2 Position dela parabole par rapport ala droitey = —ax—b+ £

Quanda-t-onla droitey = —ax— b+ £ tangenteala paraboley = x2? Cettesituationseproduitlorsquel’ équation
x> = —ax—b+ £ qui équivauta x* 4+ ax-+ b — £, admetune solution double. On poseA; = a2 — 4b+4< le
discriminantde cetteéquation.

e SiA; =0, ladroitey = —ax— b+ £ esttangenteala paraboley = x?. RemarquonsjuesiA; =0etd=0
alorsac—4d =0.

e SiA; < 0,alorsil n’y apasdepointd’intersectionentrela droite etla parabole Celaseproduitdanslescas
suivants:

sia>0,c>0etac—4d <0,

sia>0,c<0Oetac—4d > 0,
sia<0,c>0etac—4d > Oet
sia<0,c<0Oetac—4d <0

e SiA; > 0, alorsla droite et la paraboleadmettentleuxpointsd’intersectiondistincts. Celaseproduitdans
lescassuiants:

sia>0,c>0etac—4d > 0,

sia>0,c<0Oetac—4d <0,
sia<0,c>0etac—4d < Oet

sia<0,c<0Oetac—4d>0

Cesdeux étudesde positionsde la parabolepar rapportaux deux droitesnouspermettenide dresseile tableau
suivantet dedéterminele nombrede solutionsréellesdel’ équation(refequl).

ac | ac—4d Nbredesolutionsréelles Nbre desolutionscomplexes
del équation(1) del équation(1)
>0 <0 aucune 4 conjugLees
=0 1doublex=—$ 2 conjuglees
>0 2 simples 2 conjugLees
(chfb)z £ —c, 4 simples
<0| <O (ZC;;Ib)Z £ ¢, 2 simpleset aucune
1 doublex = 220
sidc# —ad, 2 simpleset
_0 1 doublex=—$% aucune
- sidc= —a°, 1 simpleet
ltriplex=—%
>0 2 simples 2 conjugLees

Etudionsle casoll ¢ = 0. Danscecas,la droitey = — £ estréduitea I'axe desabscissestA; = a?—4d. Comme
6 = 0, alorsonremarquegued = 0 aussi.

e SiA; <0, alorsl’ équation(1) admetunesolutionnulle qui estdouble,

e siA; = 0, alorsl’ équation(1) admetdeuxsolutionsqui sontdoubles,

e si/A; > 0, alorsl’ équation(1) admetunesolutiondoubleet deuxsolutionssimples.
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45 Sia=0etc#0

Ce casde figure estassezarticuliercar I'hyperbole estici réduitea une parabole.On cherchedoncles points
d’intersectionde cesdeuxparabolesfin de détermineres solutionsde I’ équation(1). Il esttresdifficile de pou-
voir déterminerle nombrede solutionset surtoutde pouwoir affirmer dansquelscasenfonctiondesparangtresb,
cetd.

Etantdonrésun foyer et unedirectrice,une paraboleestdéfinie commel’ensembledespoints a égaledistance
dela directriceetdufoyer.

Sionposeque
e lescoordonresdu foyerdela parabolesont (X, Yo),
e ladirectriceestparalkleal’axe desordonreesetd’équationy =y
alors,I’ équationdela paraboleestla suivante
2 2
N —ZVi 2po2 " Yioyox fztiogloxo'

La paraboled’équatiory = x? admetunedirectriced’ équatiory = —%1 etunfoyerdecoordonrees(0, %1). Onpose

__1
Yi=—3%

y

Sionposeque
e lescoordonrésdu foyerdela parabolesont(xo, Yo),
e ladirectriceestparalkleal’axe desabscissestd’'équationy =y

alors,I’ équationdela paraboleestla suivante

B 2 1 \2
x= Ly Yo, YE%+Y5
—2y+2Xg Y—Xo —2y+2Xo

La paraboled’ équationy? + by+ cx+ d = 0 admetunedirectriced’ équationy = % =&+ ; etunfoyerde

, 2 2 22 o
coordonrges(—3, =¢-49) oy b Zf: 4 peuts'ecriref — . Onposey, =& — .

Soit M un point d’intersectionentreles deux paraboles.Ce point M doit vérifier les deux conditionssuivantes

1. la distanceentreM etle foyer F; dela paraboled’équationy = x? doit &trela mémequela distanceentrele
pointM etla directricey = y; decettemémeparabole Notonsd; cettedistance.

2. la distanceentreM et le foyer F, de la paraboled’équationy? + by+ cx+ d = 0 doit &trela mémequela
distanceentrele pointM etla directricex = y, de cettemémeparabole Notonsd, cettedistance.

La figure 16 suivantescrématisecesdeuxconditions.La paraboled’ équationy = x? estrepesenéeenbleuetla
paraboley? + by cx+ d = 0 enrougeet vert.
Remarquonsgjuelesdeuxdistancesl; etd, peuwentétredifferentesNouspouwonsaffirmer que

e lorsquele point (&, —g) estsitué audessusiela courbecommepourla figure 16, c’esta dire que

b?—4d , b
( 4Ac ) <-= ia
alorsl’ équation(1) admetdeuxsolutionsréelles,ou commele montrela figure 17, unesolutiondouble.




=Y,

Figure16: Intersectionde deuxparaboles

Figure17: Solutiondoublepour (bzgc“d )2 < —
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e lorsquele point (&, —g) estsurla paraboled’ équatiory = x2, alorsl’ équation(1) admetunesolutiondouble
reellede coordonrées(€, - 5).

e lorsqueée point(§, — %’) estsitue audessouslela Courbet:ommepourlafigure16,c’estéldireque(b{%“d)2 >
—g, alorson ne peutrien affirmer surle nombrede solutionsde I' équation(1), maison saitqu'il peuten
exister 0, une double ou deux simples,commele montrentrespecttementles trois representationsle la
figure18.

b?—4d
4c )2 > =

NIoT

Figure18: Caspossiblegpour (

46 Sia#0etd<O0
Géonetriguementnouspouvonsaffirmer quedansce casl’ équation(1) peutadmettresoit
e aucunesolution,
e unesolutiondouble,
e deuxsolutionsdoubles,
e unesolutiondemultiplicité 4,
e unesolutiontriple etunesolutionsimple,
e unesolutiondoubleet deuxsolutionssimples,
e deuxsolutionssimples,
e quatresolutionssimples.
Eneffet, si

¢ 'hyperboleesttoujourssituéeendessousle la parabole alors’hyperboleet la parabolen’admettrontpas
depointd’intersectioret!’ équation(1) n'admettrapasde solution,

e la courbedéfinieparla fonctionys(x) coupela paraboleenun seulpoint qui estdouble,etla courbedéfinie
parlafonctiony; (x) resteendessouslela parabolealorsl’ équation(1) n'admettragu’unesolutiondouble,

e la courbedéfinieparla fonctiony,(x) coupela paraboleendeuxpointsqui sontdoublesgtla courbedéfinie
parlafonctiony;(x) resteendessouslela parabolealorsl’ équation(1) admettradeuxsolutionsdoubles,

e lacourbedéfinieparlafonctiony,(x) coupela paraboleenun pointdemultiplicité 4, etla courbedéfinie par
la fonctiony; (x) resteendessouslela parabolealors!’ équation(1) admettrainesolutionde multiplicité 4,
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e la courbedéfinie par la fonction y2(x) coupela paraboleen trois pointsdont un estdouble, et la courbe
définieparla fonctiony; (x) resteendessouslela parabolealorsl’ équation(1) admettrétrois solutionsdont
uneestdouble,

e lacourbedéfinieparlafonctionyz(x) coupela paraboleendeuxpointsdontun esttriple, etla courbedéfinie
parla fonctionys (x) resteendessousle la parabolealors!’ équation(1) admettradeuxsolutionsdontune
esttriple,

e la courbedéfinie parla fonctiony»(x) coupela paraboleen deuxpointssimples,etla courbedéfinie parla
fonctiony (x) resteendessouslela parabolealorsl’ équation(1) admettredeuxsolutionssimples,

e la courbedéfinie parla fonctiony,(x) coupela paraboleendeuxpointssimples,etla courbedéfinie parla
fonctiony; (x) coupeen un point doublela parabolealors!’ équation(1) admettrarois solutionsdontune
seradouble,

e la courbedéfinie parla fonction y»(x) coupela paraboleen deux points simples,et la courbedéfinie par
la fonction y1(x) coupeen deuxpointssimplesla parabole alors|’ équation(1) admettraquatresolutions
simples.

4.7 Sia#0etd>0

Geontetriguementnouspouwons affirmer que, dansce caset commede la méme mankire que précedemment,
I' équation(1) peutadmettresoit

e aucunesolution,

e unesolutiondouble,

e deuxsolutionsdoubles,

e unesolutiontriple etunesolutionsimple,

¢ unesolutiondoubleet deuxsolutionssimples,
e deuxsolutionssimples,

e (uatresolutionssimples.

Notonsqu'il estimpossibled’obtenirici unesolutionde multiplicité 4 pourl’ équation(1).

5 Conclusion
Afin derésoudraineéquationdu 4'€Medegre,
Xt +ad+ b +cox+d=0,

nouscherchongesabscissedespointsd’intersectiorentrela paraboled’ équatiory = x? (dontlescaracéristiques
sontconnueskt!’ équation(2) dedegré 2 eny dontles paranetresdépendentex

y?+axy+ by+cx+d=0.

L’ étudenouspermetd’affirmer quel’ équation(2) admetdeuxsolutionsy; ety, dépendantlex etqu'il existetrois
principalesrepésentationsle cetteéquationsuivantlesvaleursdesparangetresa, b, c etd. Ainsi,

e sia# 0, le casestdit gérériqueet!’ équation(2) estuneéquationd’une hyperbole,



22

e sia=0, le casestdit singulieretl’ équation(2) estuneparabole,

e sia=0etsic =0, dependammerde b® — 4d, on obtientdeuxdroitesparalklesdistinctesou confondues
oul’ensemblevide.

La repiesentatiordesdeuxsolutionsy; ety, del’ équation(2) pardeuxcouleursdistinctespermetde concluresur
la continui®/discontinuié de cesdeuxquantiés. En effet, on saitquesi a’d — abc+ ¢? < 0, alorsil y acontinui
entrey; ety,. Ladifficultedel’ étudeapparit lorsqueala fois lesdeuxparanetresa etc tendenters0. L' équation
(2) admetunereprésentatiorgéonetriquelorsquea et ¢ tendentvers0 qui estdifféerentede celle lorsquea et ¢
sontégauxa 0. En connaissante comportementle cesdeuxcourbesnouspouvonsdoncconnatre lessolutions
del’ équationdedegré 4.

Il estintéressant’étudierle conditionnementdesformules de calculsa l'aide des couleursemployéespour
representechacuneale cescourbeset'applicationaucalcula précisionfinie.
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