Remerciements

Je remercie Mr BENDALI qui m’a accueilli dans 1’équipe d’électromagnétisme
du CERFACS et qui m’a encadré tout au long de ce stage.

Je remercie sincerement Yassine BOUBENDIR pour I’aide constante qu’il m’a
apportée et pour 'intérét qu’il a porté & mes travaux.

Je remercie Mr COLLINO dont les explications m’ont permis de mieux appréhender
le sujet et Mr FARES qui m’a aidé a négocier au mieux les écueils que I'informatique
a su me réserver.

Je remercie enfin Nathalie BARTOLI pour les conseils et le soutien qu’elle a su
m’apporter.



Table des matiéres

1 Introduction

2 Probléme aux limites initial

3 Résolution directe par équation intégrale

3.1 Formulation variationnelle . . . . . . . . . . . . .. ... .. ... ..
3.2 Méthode d’éléments de frontiere . . . . . . . . . . ... ... ..
3.3 Diagramme de rayonnement . . . . .. ... ... L.

3.4 Résultats numériques . . . . . . ... L Lo

Décomposition de domaine
4.1 Décomposition de domaine et conditions de raccord . . . . . . . . ..
4.2 Données de Cauchy (ou courants équivalents) . . . ... ... ... ..
4.2.1 Définition . . . . . . ..
4.2.2 Représentation intégrale des solutions . . . . . .. . .. .. ..
4.3 Opérateur de Steklov-Poincaré . . . . . . . ... ... ... .....
4.3.1 Définition de 'opérateur de Steklov-Poincaré . . . . ... ..
4.3.2 Liens entre les données de Cauchy . . . . . .. .. ... .. ..
4.4 Discrétisation de I'opérateur d’impédance . . . . . . . .. .. ... ..
4.5 Qalculde O,wo . . . . . . . .
4.6 Réduction & un probléme posé dans le domaine extérieur . . . . . . .
4.7 Résolution du probleme extérieur . . . . . .. ... ... ... .. ..

4.8 Résolution du probleme intérieur . . . . . . ... ... ... ... ..



4.9 Tests numériques . .

4.9.1 Test de la matrice d'impédance . . . . . .. . ... ... ...

4.9.2 Test de 9,wy

4.10 Résultats numériques

4.10.1 Probléme extérieur . . . . . . . . . . . ...

4.10.2 Probléme intérieur . . . . . . . . . . . ...

4.10.3 Diagramme de rayonnement . . . . . . . ... ... ... ..

Résolution directe avec introduction de la frontiére artificielle

5.1 Formulation variationnelle . . . . . . . . . .. ... ... ... ..

5.2 Résultats numériques

Conclusion

24

24

25

26

27

28

28

29

29

32

33



1 Introduction

Dans de nombreuses applications, antennes fixes a balayage suivant une plage de
directions, antennes embarquées a bord de satellites, on est confronté a la résolution
d’un probleme de propagation d’ondes dans lequel intervient une répétition d’une

méme structure géométrique.

» Source

» Source

., Source

J Ul Ul L

3 longueurs d onde

On peut résoudre ce probléme de maniére directe par équation intégrale [3].
Toutefois cette démarche peut s’avérer impraticable dans la mesure ou elle engendre
des problémes de tres grande taille. Pour les antennes de type cornet, on propose
d’introduire une frontiere artificielle a la bouche du cornet qui décompose le domaine
de résolution en plusieurs parties, de type conduit intérieur, et un domaine extérieur
de propagation. Cette méthode de décomposition de domaine réduirait la taille du
probléme dans la mesure ou elle exploite la répétition du motif géométrique (dans
le cas de plusieurs cornets).

L’objet de ce stage est de mettre en ceuvre une technique de décomposition de
domaine, basée sur le calcul d’un opérateur d’impédance sur la frontiere artificielle
[4], pour un cornet seul dans le cas de la dimension 2. Mon travail de stage a consisté
a comprendre la méthode d’un point de vue théorique puis de la programmer et de
la valider sur des exemples test. Cela a été pour moi 'occasion d’apprendre 1’outil
numérique qui m’était jusqu’alors inconnu.

On détaillera dans un premier temps la résolution directe avant de présenter la
technique de décomposition de domaine. On terminera par la présentation d’une
résolution directe faisant intervenir la frontiere artificielle.



2 Probleme aux limites initial

w

o Iy Q

On veut étudier un modele bidimensionnel décrivant le rayonnement d’un cornet.
On cherche I'inconnue v définie dans le domaine Q complémentaire de 09 dans R?

et satisfaisant ’équation d’Helmholtz
Au + k*u = —0,, dans Q.
La structure métallique du cornet impose la condition
Op,u =0 sur 0.

Le caractere non borné du domaine €2 rend nécessaire I'ajout d’une condition a I'in-
fini. Cette condition, connue sous le nom de condition de radiation de Sommerfeld,
est donnée dans le cas bidimensionnel par

lim |z|"/? (8yu — iku) = 0. (CR)

|z| =400
Le probleme aux limites a résoudre est donc

Au + k*u = —d,, dans Q

Op,u =0 sur 02 (1)
| |lim z[Y2 (Dpu — iku) = 0.
x| ——+00

3 Résolution directe par équation intégrale

3.1 Formulation variationnelle

La résolution par équations intégrales est une technique qui permet de ramener la
résolution des probléemes de diffraction tels que (1) & la détermination des inconnues



(appelées données de Cauchy du probléeme aux limites)
P = Opljyy €6 X = 1 ,,.

Dans le cas de notre probleme, les conditions aux limites donnent p = 0. Il reste
comme seule inconnue A. La formule de représentation de la solution de I’équation

d’Helmholtz vérifiant la condition de radiation sortante est donnée par [6]
u(z) = G(z,z0) + NA(z) z € Q,

ou N\ est le potentiel de double couche créé par la densité A sur 02

NX(@) == [ 0,,6le.Aw) d1(0).

Le noyau G(z,y) est celui donnant les solutions vérifiant les conditions de radiation
(CR) de I’équation d’Helmholtz en dimension 2

1
Gla,y) = {Hy" (klz —y)).

On se propose de construire une formulation variationnelle permettant la détermination
de .

On introduit F I'ensemble des fonctions tests

F= {{p’ , )\'} ,p et A\ définis sur 9Q,p = 0 sur 89} .

. ! . ! . . . J
La notation A (respectivement p ) indique une fonction test générique as-
sociée a l'inconnue A (respectivement p ). On forme la réaction de Rumsey qui
en électromagnétisme permet d’obtenir de maniere systématique une équation va-

riationnelle vérifiée par les inconnues A et p,

R ({p, A}, {pl, X}) = /69(8"11)\’ — up )ds.

11 est clair que si {p, A} sont les données de Cauchy du probléme et que {p', X}
sont les fonctions test vérifiant p' = 0 alors R = 0. Réciproquement si V {p' , )\'} €
F on a R =0 il est immédiat que d,u = 0 sur 0f).

La dérivée normale du potentiel de double couche donnée par [5]

(OnNA)F(z) = —=0,(V(0:))) () — K>V (A7) (z).7 ().



ou 7(x) est la tangente unitaire & 92 au point z orientée dans le sens des abs-
cisses curvilignes croissantes. En injectant dans la réaction de Rumsey, on obtient
la formulation variationnelle suivante

| @NN@N W) dr@) d1(0) = = [ 8,6 (a2N (@) dr(e) W

o

3.2 Meéthode d’éléments de frontiere

Nous nous proposons de décrire la méthode d’éléments de frontiere pour discrétiser
notre probleme [2].

On approche 0€) par une ligne polygonale, notée encore 0€), ayant ses sommets
ni,...,ny sur la courbe exacte et ordonnés suivant les abscisses curvilignes crois-

santes. On définit ainsi un maillage 7 de 0€) formés de segments

Kz’ = [’n/i,nz’+1], 1= 1, ,N

. . . ., I
On approche la fonction inconnue A et la fonction test associée A par une
méthode d’éléments finis P;-continus, ¢’est a dire

Aii(@) = (1 s/|KDA(my) + (s/[KiDA(m +1), i =1,..., N,

ou s = |x—n;| et | K;| est la longueur du segment K;, de sorte que A est complétement
décrit par ses valeurs nodales A qui constituent un vecteur colonne N de composantes
/\j = /\(G,j).

Par les techniques d’assemblage et de calcul d’intégrales singuliéres, on forme la
matrice définie par

NP = [ Glaw) (0AWN () = BAw)T-Ae)7) dila) dr(w)

o

En notant [0,G] le vecteur de composantes 0,G; = 0,G(s;, o) ou s; sont les
milieux des segments de 0Q, l'intégrale [, 0nG (x, )X (x) dy(z) est représentée
par une matrice de masse M



/ 0,G (2, m0)X () dy(z) = @&LGH— (Z A (n;) + A (ng- 1)8nGj> |KN|(9 Wem
20 —
=[XN1"M [8,G].

Finalement, on aboutit a la résolution du systeéme linéaire

D[N = —M[8,G].

3.3 Diagramme de rayonnement

La représentation intégrale de la solution est

u(z) = G(z, z0) /a 00,6l p)AW) dr1).

On cherche & exprimer le comportement en zone lointaine de u (c’est a dire pour
|z| >> |y| lorsque y reste sur 0L2).

On définit le SER (Surface Equivalente Radar) comme étant

lim 27|z||u(z)]>.
|z|—=+o0

La SER est une quantité fondamentale pour les applications dans le domaine des
antennes et des radars.

1+ ekl 1
Le développement G(z,y) = +o0 et

Ak /7] V]

L+ ik efiky.ﬁ

avmk x|

anyG(xa y) = —8an(x, y)

nous permettent d’écrire

1+ etklalg koo giklal 1 4

7T —iky. 12y o 1
e Imav b - LA UL (v




et par suite

1414 1414 oz
+ tk—

W1k ATk Jaa |zl

1m12ﬂmmum2:2w‘ ny e MEAY) dy(y)]. (2)

|z| —=+00

Cette fonction est uniquement dépendante de la direction |””7| On la note a.

a($>= lim  27|e|[u(z)’.

m |z|—=+o0

A un coefficient additif pres, la directivité de ’antenne est donnée par

D <i> = 101log,
||

3.4 Résultats numériques

2

()] -

|z

x
|

On souhaite comparer le diagramme de rayonnement calculé & partir des courants
obtenus par résolution directe avec le diagramme de rayonnement connu pour un
guide semi-infini. On considére un cornet ayant une longueur correspondant & 3

longueurs d’onde.

3 longueurs d’onde

Les résultats ont été obtenus a partir d’un code existant au CERFACS.
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— SER calculee
1+ — — SER de reference bl

SER endB

-9t

-10 I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

angle d'observation en degre

Fic. 1 — Diagramme de rayonnement

En abscisse 6 varie de 0° a 180°. On y fait correspondre en ordonnée la valeur de
D pour 2 = cos(f) + isin(#). On note que méme si le rayonnement se fait dans la
méme direction, la SER calculée oscille autour de la SER. de référence. Ceci est du

au fait que la SER de référence correspond au rayonnement d’un guide semi-infini.

4 Décomposition de domaine

On se propose de résoudre ’équation (1) par une méthode de décomposition
de domaine. L’idée est d’introduire une frontiere artificielle 3 et de partitionner €2
en . UQ . On cherchera d’abord a écrire le probléme (1) sous la forme de deux
problemes posés sur {2, et {2_. On introduira ensuite un opérateur d’impédance qui
permettra de découpler ces deux problemes. La derniere étape sera la résolution du

probléeme posé sur 2_.

4.1 Décomposition de domaine et conditions de raccord

L’idée est de séparer le calcul & l'intérieur du cornet (ce qui correspond a la
partie guidée de 'onde) du calcul a I'extérieur du cornet (correspondant a la partie
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rayonnée de l'onde électromagnétique). On introduit & la bouche du cornet une
frontiere artificielle 3. On partitionne Q2 en O, UQ_ou 002, =T, UX et
oN_=Ir_ux.

o X Q+ b Q-

Une hypothese physique sur la nullité des courants de retour nous amene a

négliger ceux-ci et a considérer les frontieres suivantes

O X Q+ EE EE Q_

Iy

Le sens de parcours de ces deux frontieres est donné par les normales indiquées
sur le dessin

Soient les inconnues u* et u~ respectivement définies sur 2, et Q_ solutions de

(3) et (4).

Aut + k*ut = —6,, dans Q

Oput =0sur Iy

utT=u" surX (3)
Oput = =0,u~ sur X
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( Au" +k>u~ =0 dans Q_
Opu~ =0 sur I'_
. 1/2 - =) —
{ \z\lgiloo 2% (8pu™ — iku™) =0 (4)
ut=u" surX
| Oput = —0,u~  sur X.

On obtient ainsi une mise en équation équivalente & (1). En effet

um et u~ solutions de (3) et (4) donnent u = u* +u~.

ut=u" surX
{ out = —0,u~  sur X. (5)

La condition (5) commune aux équations (3) et (4) est appelé condition de rac-
cord [7]. Cette condition traduit le fait que I'interface est fictive et que son introduc-
tion ne modifie pas le probleme physique : les champs électriques et magnétiques ne
sont pas perturbés par Y. Le signe — dans la seconde condition de raccord provient
du fait que Q1 et 9Q~ ont des normales opposées.

4.2 Données de Cauchy (ou courants équivalents)

4.2.1 Définition

Les données de Cauchy sont définies comme étant les quantités
_
)\:l: — u|69i

= O ut .
D+ 0 |aQi

Notons que les conditions aux limites et les conditions de raccord permettent
d’écrire

pr =0 surly



13

Py = —p_ sur X
Ap = A_ sur X.

4.2.2 Représentation intégrale des solutions

Les données de Cauchy permettent de faire une représentation intégrale des so-
lutions de I’équation d’Helmholtz

ut =G(z,x0) + Vpi(z) + NA(z) z€Q,
v =Vp_(z)+ NA_(z) z e Q.

ol Vp est le potentiel de simple couche créé par la densité p sur 052

Vp(z) = /8 Gla.pl) )

et N est le potentiel de double couche créé par la densité A sur 0€2

MA@ == [ 0,,Gla1)\0) drly).

On voit qu’ainsi la détermination des solutions est ramenée a celle des données
de Cauchy. C’est cette approche que nous développerons dans la suite.

4.3 Opérateur de Steklov-Poincaré

Le but de la méthode de décomposition de domaine est d’obtenir deux problémes
indépendants sur €2, et {2 qui pour I’heure sont liés par les conditions de raccord.
L’idée est de résoudre le probléme intérieur en fixant une des données de Cauchy
sur la frontiere artificielle et de déterminer la seconde donnée de Cauchy. On définit
ainsi un opérateur (appelé opérateur de Steklov-Poincaré ou opérateur d’impédance)
qui sera non local et non explicite. Cependant dans le cas qui nous intéresse, on
pourra en donner une expression explicite. L’introduction d’un opérateur non local
n’ajoute pas de difficultés supplémentaires car les matrices relatives a une résolution
par équations intégrales sont pleines. On pourra ainsi résoudre le probléeme extérieur
avec une condition aux limites sur la frontiére artificielle ¥ exprimée a I’aide de cet
opérateur.
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4.3.1 Définition de 'opérateur de Steklov-Poincaré

Définition :

Soit ¢ défini sur 1’ adhérence de X et soit v solution de

Av+Fk?*v=0 dans Q,
Opv=0 sur I'y (6)
U= Ssur .

L’opérateur de Steklov-Poincaré Z est alors

Z g — Oyv.

On remarque que Z¢p a son support inclus dans ..

Proposition :

L’opérateur Z est symétrique ie

/ng/J dy = / Zpp d¥ Ve, admissibles
) b

Preuve :

On consideére les deux problémes suivants

Av+ kv =0 dans Q,
Opv=0 sur I'y
V=@ Ssurx

Aw+k*w =0 dans Q
O,w=0 sur I'y 1
w=1 sur

La formule de Green donne
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/ (Vva — k2fuw) ds = / Opvw dY = / O, wv dX
Q4 ) b>
Il vient donc / Opvp dX = / Ohwe dX
by by

et par suite / Zoyp dY = / Zpp d¥
) by

4.3.2 Liens entre les données de Cauchy

L’opérateur d’impédance permet d’établir une relation entre les données de Cau-
chy. Considérons les deux problemes suivants

Awg + k*wy = —6,, dans Q
Opwg =0 sur [y
wog =0 sur X

Aw+k*w =0 dans
Oow=0 sur I'y
w= M\, surX.

Alors u™ = w+wq et donc p, = Z\; +0,wy Le point clé est maintenant d’utiliser
les conditions de raccord (5) pour obtenir la relation entre les données de Cauchy

extérieures
p_ = —ZA_ — Opwy.

4.4 Discrétisation de 'opérateur d’impédance

On veut construire la matrice Z correspondant a la discrétisation de I'opérateur
de Steklov-Poincaré [1]. On considére donc le probleme

Av+k*v=0 dans
Opv=0 sur I'}
U= Ssur .
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Onnote p = 6nv|an+ A= Vjpa, €l F= {{p' , X} ,p =0sur 'y, A’ =0 sur E}
I’ensemble des fonctions tests. On forme la réaction de Rumsey

R({p. A, {pX}) = /89 (BnoX — vp') ds
= —/Egop' dx.

Réciproquement, si V{p' , X'} € F,R({p,A\}{p' , \'}) = —/ op d¥, alors
s

O,v =0sur I't et v = @ sur X.

Les théoréemes de traces donnent

v(z) =Vp(z) + NA(z) + %)\(m) x € 08y

—_

Opv(z) = —NTp(x) + 0, NX(z) + §p(x) z € 00

En injectant dans la réaction de Rumsey, on obtient la formulation variationnelle
suivante

! 7 ! ! 1 !
O.NIX — NXp — NTXp —Vpp ds = _5/('0]) dx. (7)
D)

aat

On approche 02, par une ligne polygonale de maniére analogue a ce qui a été fait
dans la section (3.2). On approche les fonctions A et A’ par une méthode d’éléments
finis P, par morceaux alors que les fonctions p et p sont approchées par une méthode
d’éléments finis P.

On forme alors les matrices définies par

X" DA = /a _ G) (AW (2) = EAW)R-A2)7 ) dy(@) dy(y)

PN = - /a 00, Gl AW (@) ) )
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PV = / Gz, y)p(u)p (@) dv(y)dy(2).

o9
Ainsi, en notant [p] le vecteur de composantes p; = ¢(n;) ( n; noeuds de X ), le
systeéme discret associé a la formulation variationnelle (7) est donné par le systéme

(X7 ( o~ ) ( 8 ) = (X.r) ( i )

Ou M est une matrice a déterminer.

matriciel

On partitionne 9Q+ : 90T =T U X.
r

Q

Alors A = (s, Ar) et p = (pg, pr)

A est défini sur les points de 9" et p est défini sur les segments de 902"
Ainsi
Nombre de points sur X )
Nombre de points sur I')
Nombre de segments sur X )

Nombre de segments sur I' )

Az a pour dimension N’
Ar a pour dimension N}

. . 2
py a pour dimension N;

R N N

pr a pour dimension N}
Les conditions aux limites donnent Ay, = ¢ et py = 0.

. N . . . ! !
On associe a ces inconnues les fonctions tests vérifiant Ay, = 0 et py, = 0. Le

systeme matriciel s’écrit alors

T
T T
0 Dsese Dspre —Nypse —Nspr (]
! T T
AF DI‘P’EP DI‘P,FP _NPP’ZS _NFP,FS A]_"
!
DPs —Nsssp —Nsspp —Viszs  —Vasps y%>

0 _N]_‘s,z]p —NI‘s ,I‘p _VPS,ES _VI‘S’I‘S 0
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0\ / o0
_ I x 0
Ps Mlyp]
0 0
Ce qui s’écrit aussi
) (e, B ) () <3 0m) ()
I" 2 _NES,EP _NE‘S,PP _VE‘S,ES pz 2 P, 2 M[(P]

Dre e _NIZ;’ s ) ( Ar ) ( —Dr» EP[‘P] )
ou encore ’ ’ — ) )
oo ( —Nsyorr —Vio e P Ny so[0] — Mlp]

La i®™M€ colonne de la matrice 7Z est alors le vecteur ps. obtenu par la résolution
du systéme précédent pour ¢ tel que ¢(n;) = d;; (avec n; noeuds de X). Il reste a
déterminer le vecteur M.

/ op s = Zl )+ elnsa)

ol (n;) sont les noeuds de ¥, (s;) les segments de ¥ et I; est la longueur du jieme

segment. Si on discrétise ¥ par une grille de points uniformément répartis, on a
lj =let

4.5 Calcul de 0,wy

Les relations entre les données de Cauchy font apparaitre la quantité 0,wy. On
détaille dans cette section le calcul de 0,w, par la méthode des équations intégrales.

On a a résoudre le probléeme aux limites
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Awg + k?wy = —6,, dans Q
Opwg =0 sur Ty (8)
wy =0 sur X.

Soit F' = {{p' , X} ,p =0sur T, , A =0 sur E}. On forme la réaction de
Rumsey

Alors V{p' , X} eF
R ({p, A}, {p’, )\'}) = / (8nw0)\' — wop') ds = 0.
20,4
Réciproquement si V {p' , X'} € F,R=0, alors p =0 sur I'; et A = 0 sur X.

Si on note p = J,wg et A = wy alors

wo(z) = G(z,z0) + Vp(z) + NA(z),Vz € Q.

On passe a la limite sur la frontiere. Les théoremes de trace donnent

Vo € 09, , wo(z) = G(z,x0) + Vp(z) + NA(z) + %)\(x)

Vz € 0Q, , Oqwo(z) = 8,G(x,10) — NTp(z) + DA(z) + %p(m)

Alors, R ({p, A}, {pl, X}) =0

s’écrit O.NAX —NXp —NTXNp—Vpp ds= G(z, xo)pl —0,G(z, xo))\l dy
Nt Nt

On procede a une discrétisation analogue a ce qui a été fait précédemment. On
note [0,G] le vecteur de composantes 9,G; = 0,G(s;, To) ou (s;) sont les milieux des
segments de I'", [G] le vecteur de composantes G; = G(n;, zy) ol n; sont les noeuds

de Y. Le systeme discret s’écrit alors

() (5 ) () =00 (The),
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Ou M; et M, sont les matrices respectivement définies par

/ OnG(z, o)X dT

Ty

NIt

F+
l( oG+ Zz X (ny) +A(”J 1)anGj +l(]\;s )anGNsﬁ

= N7 M;[0,G]

G
/ x,x0)p dl = Zl Gny, 20) +2 (nﬁl’a:))p(sj)

[pI]TMz[G]/EG(x,xO)p'dE.

En utilisant la méme partition que dans la section (4.5) , ’équation variationnelle

devient

0\ [ Dwsr Dsore —Nbso —N&o 0
Ar Drose Drere —Nip s =N Ar
Dy —st,zp —st,rv —st,zs —st,rs pb=
0 —Nrssp —Nrspp —Vpsze —Vpsps 0

0 T

— XI‘ (_Ml[anG])
by M2[G]
0

e [ Drore —NE . Ar ) [ —Mi[8,G]
ce qui s’éecrit ( —st,rp —Vgs,gs . = M2[G] .
4.6 Réduction a un probleme posé dans le domaine extérieur

L’objectif est d’obtenir une équation sur u~, solution de (3) et (4), indépendante
de u'. On utilise pour cela l'opérateur d’impédance Z. Rappelons les relations
vérifiées par les données de Cauchy

_=0surl'_
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_=—Z)l_— 8nw0

Toute la contribution du probleme intérieur est contenue dans ’opérateur d’impédance.

Le probleme aux limites extérieur est alors

Au~+k*u~ =0 dans Q_
Opu” =0 sur I'_

Opu~ = —Zu~ — Opwg  surx 9)
lim |22 (Opu™ —iku™) = 0.
|z| =400

4.7 Résolution du probleme extérieur

L’objet de ce paragraphe est d’établir une formulation variationnelle pour le

probléme extérieur (9).

Soit F = ({p’_ , X_} ,p.=0surT_, p_=—Z\_sur Z) I’ensemble des fonc-
tions test.

On forme la réaction de Rumsey
({p_ A}, 9p A ) = O~ \_ —u"p_)ds.
<{p }{p }) /BQ_(U u p_)ds
Alors V{p'_ , X_} ek

R ({p,,A,},{pL,AL}) - /(8nu_)\'+u_Z)\')dE
= j Opu~ + Zu")X_ds (symétrie de Z)

Réciproquement, siV{p', , X,} e E R_ ({p A}, {p X } / Opwo_dY
alors Ou™ + Zu~™ = —0,wq sur X et p_ = 0.

La représentation intégrale de la solution est

u (z) =Vp_(z)+ N \_(z) ,z€Q_.

Les théoremes de traces donnent
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w (@) = Vp_(z) + NA_(z) + %)\(x) wEan

Opu~(z) = —NTp_(z) + ONI_(z) + %p_(x) ,x € 00_.

Ainsi
R_ ({p_,)\_}):/ O NA_\_ds — NTp_)\'_ds—/ Vp_p_ds
on_ on_ oN_
! 1 !
— N)\_p_ds-i——/ (p_)\_ —)\_p_> ds
o9 2 Joa_
=— / OpwoA_dX
)
d’ont O NA_X ds — / NTp_X ds — / Vp_p_ ds— NX_p_ds
o0 _ o0 _ o0 _ o0 _
=—= [ BwoA_dx

En prolongeant a tout 0_ ZA_ et J,wq par 0, on peut écrire

8.NA N ds— | NT(—Zx —8uwo) N ds— | Nx_ (—Z,\L ) ds
o0 _ o0 _ o0 _

I} ]. 1
—/ V (—ZA_ — 8yw) (—Z)\_) ds = ——/8nw0)\_d§].
o0 2 s

On aboutit finalement & la formulation variationnelle suivante

/ O NA_X_ds + NT (ZX_) X_ds
00— o0 _

+ [ N (ZX_ ) ds— | V(Zr.)ZN_ds
o0_ o0 _

1 ! ! !
= — / OpwoA_dY — NT (8,wp) A_ds + / V (Onwo) ZA_ds.
2 s o0 20

On discrétise le probleme comme précédemment. On note [0, wo] le vecteur de
composantes d,wo; = Opwo(s;) ou (s;) sont les segments de Y. Le systéme discret
est alors donné par par le systeme matriciel

—(=OWN+N"Z+Z"N - Z"VZ) A
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= s Mduw] — N"[0,] + 77V (200,

ol M est la matrice définie par

IN]7 M8, w0) / Do) dS = Zl X (g +A(”ﬂ+1)anwo(sj).

%

4.8 Résolution du probleme intérieur

Nous avons résolu dans la section précédente le probleme extérieur. La donnée de
Cauchy A_ est donc connue. Nous sommes donc en mesure de résoudre le probleme

intérieur soit

Aut + k*ut = —6,, dans Q,
Oput =0sur I'y (10)
ut =X surX

On forme la réaction de Rumsey. On note A = u¥jpq, et p = Out o, et
= ({pl ’ )‘I} ’ plzosurl"+, )\IZOSUI'Z).

Alors ‘v’{p' , X} eFr

R ({p, A}, {pl,)\’}> = /aQ (8nu+)\’ — u+pl) ds = — /z: )\_pld'y.
+

Réciproquement si V{pl , )\’} e F, R = —/)\_p'dq/, alors p = Osur 'y et
b
A= )A_sur X.

La représentation intégrale de la solution du probléme intérieur est

ut(z) = G(z,10) + Vp(z) + NA(z),Vz € Q.

On passe a la limite sur la frontiére. Les théoremes de trace donnent

Vo € 0Q, , u'(z) = G(z,x0) + Vp(z) + NA(z) + %)\(x)
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Vz € 0Q, , Opu't(z) = 0,G(z,20) — N'p(z) + DA(z) + %p(fﬂ)-
Alors, R ({p,\},<p X :/A,\’d
({p } {p }) . Y

s’écrit O.NAX — NXp — NT"X'p—Vpp ds
o0t

= / Gz, 20)p — 0,G(z, zo)\ dy — / A_p dy
o0+ s

On discrétise le probleme comme précédemment. On note [9,G] le vecteur de
composantes 0,G; = 0,,G(s;, o) ol (s;) sont les milieux des segments de I'", [G] le
vecteur de composantes G; = G(n;, zo) ol n; sont les noeuds de X, [A_] le vecteur
de composantes A_; = A_(n;). Le systeme linéaire a résoudre est

) (5 ) () =00 (o™i )
4.9 Tests numériques

On détaille dans cette section deux tests qui nous ont permis de valider les parties
du code développé pendant ce stage correspondant a la détermination de la matrice
d’impédance et de Jwy.

4.9.1 Test de la matrice d’impédance

On propose dans ce paragraphe un test numérique pour valider le calcul de la

matrice Z. Soit 0€2, le rectangle de sommets (0,%) (—1,%) (=1,-5%) (0,—5).

(-1,1) r 0.7)
N, .
(-1,1) T, 0,-)

On considere le probleme relatif a 1’ opérateur 2
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Av+k?v =0 dans ),
Opv=0 sur I'y (11)
v=¢ sur X.

Si p(z,y) = sin(y), alors v(z,y) = sin(y) est solution de I’équation d’'Helmholtz.

Sur [’y UTs, 8,0 = (0, — cos(y)).(0, +1) = j:cos(ig) =0

Sur ', UX, d,v = (0,—cos(y)).(£1,0) =0

Ce qui prouve que v(z,y) = sin(y) est solution de (11) et que 0,v;x = 0. 1l faut
donc vérifier que pour ¢(z,y) = sin(y), Ze = 0. Ce test a été validé avec une erreur
relative de I’ordre de 1073,

4.9.2 Test de 0,w,

On se propose de valider le calcul de 9,wy. On considére pour cela le probleme

Awy + k*wy =0 dans Qg
Opwo = —0,G(x,x9) sur 'y (12)
wo = —G(z,19) sur X,

avec zg a 'extérieur de (2.

Iy

Ecrivons la formulation variationnelle de ce probleme.
Soit F' = ({p' , /\'} ,p =0sur Iy, X=Osur2)
On forme la réaction de Rumsey.

Alors V{p’ , X} eF

ot

R <{p, A}, {pl, )\I}) = /69 (BpwoX — wop )ds = G(z,z0)p — 0,G(z, z0)\ .
+
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Si on note p = G, wo|5; et A = wor,. alors

wo(z) = Vp(z) + NA(z),Vz € Q.

On passe a la limite sur la frontiere

Vo € 0, , wo(z) = Vp(z) + NA(z) + - A(x)

Vi € 00, | Buuo(z) = —NTp(x) + DA(x) + 3p(z).
Alors, R ({p, A}, {p’, )\'}) = / G(ac,xo)p' — anG(x,xo)/\l
oo+

s’écrit / O, NI\ — NX\p — NTXp —Vpp = / G(z,z0)p — 0.G(z, 20)N
o0+ o

Q-+

La formulation variationnelle est identique & celle obtenue pour la résolution de
(8). Les problémes (8) et (12) sont donc résolus de la méme maniére.

La représentation intégrale de la solution de (12) est
wo(z) = Vp(z) + NX(z) ,Vz e Q.
Or la solution de (12) est wo(z) = —G(z, xo).
Le test consiste donc a vérifier

G(z,z9) = Vp(z) + NA(z),Vz  pour tout z € Q.

Les résultats obtenus sont satisfaisants :

G(‘T’la .77()) ~ %
Vp(z) + NX(z) ~ 100

Vr e Q.

4.10 Reésultats numériques

Une grande partie du travail réalisé pendant ce stage a été la programmation de
la résolution des problemes intérieurs et extérieurs.
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4.10.1 Probléme extérieur

Pour le probléeme extérieur on compare les courants obtenus sur 02_ par la
méthode directe a ceux obtenus par décomposition de domaine. Pour ce qui est de
la méthode directe, la résolution ne nous donne le courant que sur I'y UI'_. On
reconstitue le courant sur X a ’aide de la représentation intégrale.

0.45 T

— Decomposition de domaine
0.4F — — Methode directe B

0.2 B

module du courant

0.15 4

0.1 R

0.05 i

1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140
abscisse curviligne

F1G. 2 — courant sur 92 _

Les abscisses de 0 & 54 et de 69 & 122 correspondent aux noeuds de I'_. Les noeuds
de ¥ sont ceux numérotés de 55 a 68. Nous avons manifestement un probleme aux
coins qui raccordent I'_ et Y. Il semble qu’il faille travailler le raccordement des
solutions sur I'interface commune aux deux domaines.
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4.10.2 Probléme intérieur

Zo

On effectue la méme démarche pour le probleme extérieur. Les courants sont ici
comparés sur I';.

0.55 T T T
—— Decomposition de domaine
— — Methode directe

051 B

0.45 | ) ! ‘ |

04| I I

module du courant

0.3H \ \ \ [ I 4

0.25 v /

0.2 I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

abscisse curviligne

F1G. 3 — courant sur I'y

Dans la mesure ot le calcul du courant sur I'; est lié au calcul du probleme
extérieur, les problemes de raccords se répercutent.

4.10.3 Diagramme de rayonnement

Nous connaissons a présent le courant sur I'y UI'_. Nous sommes donc en mesure
de calculer le diagramme de rayonnement et de le comparer a celui obtenu par la

méthode directe.
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T T T
—— Decomposition de domaine
— — Methode directe

SER endB

-10+

-15 I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

angle d'observation en degre

FiG. 4 — Diagramme de rayonnement

La méthode est satisfaisante jusqu’a 80°. Elle est donc adaptée pour le calcul des
rayonnements avant. Les problémes de raccord aux coins perturbent le calcul. La clef
de la méthode de décomposition de domaine est donc la maitrise de ces problemes
de raccord.

5 Résolution directe avec introduction de la frontiére
artificielle

5.1 Formulation variationnelle

On propose dans cette section une résolution directe par équation intégrale du
probléeme (1) avec introduction de la frontiére artificielle 3. Le principe est identique
a celui présenté dans la section (2). La différence réside dans le fait que I'on aura
deux inconnues supplémentaires : Ay et py. L’objectif est de vérifier que 'intro-
duction d’une frontiere artificielle est une démarche qui ne perturbe pas les calculs.
Cette méthode differe de la décomposition de domaine dans le sens ou les probléemes
intérieurs et extérieurs vont rester ici couplés. On a a résoudre le probleme aux

limites
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Au + k*u = —d,, dans Q

8n’u =0 sur (13)
lim |z'/2 (8,u — iku) = 0.
|| —>+o0
On définit
o0t =Ttux
o =TI~ ux.
Ir_
Iy
o XTo Q+ E Q—
On pose
ui = U|Q:|:
_ .t
Ai — u|39:|:
_ +
Py = 8nu|ani.

Les conditions aux limites de (13) imposent

pr=p =0 surI"tuUl".

Les conditions de raccords sur X se traduisent par

pt=p  surX.

AT =X surX.

Soit E '’ensemble des fonctions test

! !

E = {p;, ALp, Al,} , tels que

p:rz()surI‘Jr,pl_:OsurF_,p’+=pl_sur2, )\:r:)\'_surE
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On forme la réaction de Rumsey
R= / (8nu+)\'+ - U+p'+) ds — / (Bu~ X —u"p ) ds.
904 o0_
Les conditions sur les données de Cauchy donnent R = 0. Réciproquement si
V{p;L , X+,pl_ , X_} € E, R=0 alors

pr=0sur'y ;p_=0sur'_, p, =p_sur X, A\, = A_ sur 2.

Ecrivons & présent les représentations intégrales des solutions u™t et u ™.
u'(z) = G(2,20) + Vipy(2) + Ny (z) o€ Qy

u (z)=—-V_p_(z) — N_A_(z) ,z€Q_.
Les théoremes de traces donnent alors
ut(z) = G(z,70) + Vipy(x) + Ny (x) + %/\+($) T € 00y
0u*(2) = OG5, 70) — Ny () + Dy (o) + e (o) o € 000
w (@) =~V p (&) = N A (z) — %)\(m) Lz ed

Opu~(z) = N_Tp_(z) —ON~A_(z) — %p_(:p) L€ 00_.

Ainsi la réaction de Rumsey devient

!

R = / (0nG(z,20) A, — G(z, xo)p;) ds
9y
+/ (D+)\+)\,+ - N+Tp+/\l+ + N+)\+Pl+ - V+P+pl+) ds
8904

+ / (D_AX_=N_Tp_A_+N_Ap_ —V.p_p_ )ds=0.
o0

En utilisant le fait que
pr=0sur 'y ,p.=0sur'_, pp =p_sur ¥, A\, =A_sur &

pl+=OsurF+,pl_=OsurF_,p'+=pl_sur2, )\’Jrz)\l_surE,
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et en notant [0,G] le vecteur de composantes 0,G; = 0,G(s;, xo) ou (s;) sont les
milieux des segments de 02, et [G] le vecteur de composantes G; = G(n;, o) (n;

noeuds de X), ’équation variationnelle précédente donne lieu au systéme discret

+ = + +7 T -
)\’2 T DEP,EP + DE,,,EP DEP,]";' _szazs _T szazs DEP,F; )\E
A+ Dry 5, Dpe s ~Nyors ’ A
132 _N;;S’EP o Ngsjzl’ _N;;s ;r+ _V;s’zs - VE:’ES _Ngs;r_ Apz
A . ’ r ety o
" D s, 0 ~Noer, Dy,
’ T

/\IZ _Ml [anG|2] )‘2

_ )‘I,‘+ —M1 [anG|r+] )\1"+

Ps M;[G] Px

A 0 Ar-

5.2 Résultats numériques

On compare les courants obtenus sur I'; par la méthode directe a ceux obtenus
en intégrant la frontiere artificielle. Le programme n’a été validé que dans le cas ou

I'y = T'_. La solution u est alors égale & (A, — A_) (u est le saut entre le courant
intérieur et le courant extérieur).

0.55

T T
+ Methode avec frontiere artificielle
—— Methode directe

0.5

AR ARAR
*fﬁ/ wm |
it Wl*/L |
siltaRdi

0.15 . .
0 50 100 150 200 250
abscisse curviligne

F1G. 5 — courant sur ',
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6 Conclusion

Le but de mon stage était de mettre en ceuvre une méthode de décomposition de
domaine basée sur le calcul d’un opérateur d’impédance pour I’étude d’un modele
bidimensionnel décrivant le rayonnement d’un cornet.

Dans un premier temps, je me suis familiarisé avec la méthode de résolution par
équation intégrale ainsi qu’aux librairies du CERFACS relatives a cette méthode.
J’ai ensuite programmé a partir de ces librairies cette méthode de décomposition de

domaine.

Cette méthode apparait adaptée pour le calcul des rayonnements avant (dia-
gramme de rayonnement tres satisfaisant jusqu’a 80°). Il subsiste quelques problémes
d’oscillations sur les courants au niveau du raccord entre la frontiere artificielle et
les parois métalliques. Toutefois les perspectives d’application de cette méthode aux

problémes de rayonnement de réseaux finis de cornets sont trés bonnes.
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