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1 Contexte et présentation de I’étude

Les équations intégrales par la précision qu’elles permettent et par la facilité
qu’elles offrent d’éviter le maillage en volume, restent ’outil privilégié pour la
résolution des problemes de diffraction d’ondes. Les problemes ou l'obstacle
a une dimension caractéristique allant jusqu’a une dizaine de longueur d’onde
sont & présent bien dominés essentiellement par le calcul a haute performance
sur architecture parallele. Cependant, I’accroissement par un facteur 10 de la
taille en longueurs d’onde de I'obstacle conduit & une multiplication par 108
des capacités de stockage et par un facteur 102 du temps de traitement. Ceci
est hors de portée des calculateurs actuels et méme prévisibles a court terme.
Pour les problemes de quelques centaines de longueurs d’onde, la résolution
du systeme linéaire final n’est envisageable que par des méthodes itératives.
Une formulation originale (méthode des équations intégrales de Després ou
EID) a été développée. Il a été démontré théoriquement que sa résolution
par une méthode de Jacobi est convergente. Cette formulation a conduit au
développement d’un code de calcul au CEA/CESTA (code MAXIM) qui a
fournit des résultats encourageants. Pour rendre cet algorithme tres efficace,
il faut pouvoir calculer de facon rapide un produit matrice-vecteur. Les
méthodes multipolaires sont un des outils privilégiés pour réaliser cette tache.
L’utilisation conjointe des EID et de la méthode multipole devrait conduire a
une méthode en méme temps rapide et robuste. L’équipe Electromagnétisme
du CERFACS a une expertise dans le domaine des équations intégrales et
s’est intéressée a la méthode de Després pour les problemes bidimensionnels.



Elle a par ailleurs étudié et implémenté ces techniques multipolaires pour
les équations intégrales classiques type EFIE. C’est dans ce contexte que le
CEA/CESTA a demandé au CERFACS une collaboration sur ces techniques
multipolaires qui revétait deux aspects: tout d’abord de donner les éléments
qui permettent d’adapter les multipoles aux EID et parallelement de fournir
des briques logicielles pouvant se révéler utiles pour I'implémentation dans
le code MAXIM.

Pour ce qui concerne le second aspect, le CERFACS a envoyé par courrier
électronique des programmes FORTRAN-77 portant sur les aspects suivants:

e module de construction de la structure de boites (oct-tree)

e module concernant I’ algorithme multipolaire proprement dit
(regroupement, translation et ventilation)

e module permettant l’interpolation et le filtrage de champs
proches ou lointains échantillonnés sur des maillages distincts.

e module de construction de la matrice des interactions proches.

Ces modules sont des briques de base qui, au prix d’'une adaptation impor-
tante, devraient pouvoir étre intégrés au code MAXIM.

La suite de ce rapport concerne 1’étude de I'utilisation des méthodes mul-
tipolaires pour les EID.

2 Position du probleme

2.1 Présentation des EID (rappels)

Dans cette partie, on rappelle tres rapidement les équations intégrales de
Després (EID). Le but ici est de donner les concepts et les notations qui nous
serons utiles. Pour une présentation plus complete, on se reportera utilement
au rapport de K.Mer sur la question [7], ainsi qu’aux articles [5] [2], [1]. Pour
simplifier on se restreint au cas modele d'un probleme de diffraction avec une
condition absorbante sur 'obstacle.

Le systeme des EID permet d’obtenir la solution sortante du probleme



de Maxwell
VAE+ikH =0 dans Qe*t

VANH—ikE =0 dans Qe (1)

vAEAV)+ (HAv)=g surT
ol Q¢ est le domaine extérieur d'un obstacle de frontiere I', v sa normale
extérieure, k le nombre d’onde, g la donnée au bord. Sa formulation s’appuie
sur la minimisation d’une fonctionnelle quadratique sous contraintes linéaires.
Elle conduit a la résolution de deux systemes découplés de la forme

1

~Id 6:0, kK x g

5 +4k2 AYS) / ( 5):( 6)’ €:1’2 (2)
—kK}, 550, Ar 0

Dans cette équation les inconnues (x4, \¢) et la donnée g, sont des champs
tangents a la surface de 'objet. Elles sont reliées aux inconnues physiques
par

' =(E+eH)rAv, N=—(efE+H)prAv

(
gg:§(g—€gg/\l/), go=—(=1)" (=12
Les deux opérateurs 9, associent a tout champ tangent a I' un champ tangent
a la sphere unité, notée S2. Ils sont donnés par

2
50(8) = 5 [ pla) - e(8) e+ ar(), @
avec

eu(3) = fw T eig), (5)

et § = (#,¢) en coordonnées sphériques, (8,6,@) le repére orthonormé en
sphérique habituel. Enfin, les deux opérateurs K, ont pour expression

K= —eTo— Ko~ u N6 ()

ou T et K sont des opérateurs intégraux classiques de I'électromagnétisme:

w=k/@@wwwmww+1A§¢m%w&wwwﬂ@>
Ko(w) = [VuGi(w,y) A 6(y)dT(y)
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avec la fonction de Green (ce qui est une des particularités des EID)

B cos(k|z — yl)

Gr(,y) = (8)

Ar|x — y|

La discrétisation utilise deux maillages, I'un pour ’obstacle I'autre pour la
sphere. Si 7, est un maillage de composé de triangles de 'obstacle I', on ap-
proche les inconnues du probleme a 'aide d’éléments finis de Raviart-Thomas
d’ordre le plus bas, conformes pour 'opérateur divergence surfacique. On
utilise par ailleurs un maillage de points de S? qui permet d’effectuer le cal-
cul des intégrales sur la sphere par quadrature. A partir de la formulation
variationnelle des deux systémes (2), on construit un probleme approché a
I'aide d’une méthode de Galerkin. On obtient deux systemes linéaires du

type

1 1

=Idy + —=9;,60n, kK Zeh 9eh

PRI ( ) = ( ) (=12, (9)
—k K Oinden ) \ At 0

I'indice h signant le caractere discret des équations.
Chaque systeme (9) est un systeme plein de taille 2V ot N est le nombre
d’arétes du maillage (cas d’objets sans bord).

2.2 Résolution des EID, algorithmes et complexités

Le probléme (2) est un probléme de point selle et correspond a la minimisa-
tion d’une fonctionnelle quadratique. Pour résoudre sa version discrétisée (9),
on peut utiliser un algorithme classique pour les problemes de Stokes de la
mécanique des fluides et qui utilise deux gradients conjugués imbriqués. Pour
des problemes de conditionnement, on utilise également une pénalisation avec
un petit parametre e. On augmente le bloc diagonal gauche de eld;,. Le terme
additionnel au second membre est relaxé a I'intérieur d’'une méthode de Ja-
cobi qui ajoute une troisieme boucle d’itération. C’est cet algorithme qui
est intégré dans le code MAXIM du CEA. Sa description précise est donnée
dans [7]. Son cott est évalué a

C=N(2(ny+1)(n1+2)c1 +4(ng + 1)ca) (10)

ou dans cette expression



e n; est le nombre moyen d’itérations de gradient conjugué requis pour
résoudre un probleme de type

1 1 .,
A&hxh = fh avec A&h = (§Idh + m5&h5g7h) . (11)
® 1y est ce méme nombre mais pour le systeme
(K2 Kon Agp K7 p + 07 100n + eldy) o, = fi (12)

e N est le nombre d’itérations requis pour faire converger la méthode de
Jacobi.

e ¢; (resp. c¢g) est le cott d'un produit matrice vecteur Agpxz, (resp
K&hxh).

La premiere version du code MAXIM utilise un calcul direct pour Ky, et
un algorithme par étapes pour Az, (on calcule d’abord v = 6,2y, puis on
effectue Az, = 6;7,7). On a donc

¢~ NN; ¢y~ N? (13)

ou N est le nombre d’arétes du maillage pour I' et N; le nombre de points
de quadrature sur S?. Pour les objets a frontiere réguliere par morceaux, N
est proportionnel au carré de la fréquence, de méme que Ngz, d’ou un cotut
proportionnel a la puissance quatrieme de la fréquence pour ¢ et cs.

Ce sont ces couits que la méthode multipoles va permettre de diminuer.

3 Multipoles

3.1 Les boites.
3.1.1 Notion de boites. Empilement de boites.

La surface de l'objet diffractant est supposée maillée en triangles: I' est
réunion de triangles et on note 7, la collection de tous les triangles:

r=Jr (14)

TeT,



La surface étant supposé bornée, on se donne une boite cubique contenant I"
que l'on note BY
D DPpP
0 0__ v v
I' C By, Bo—cBg—l—[ 2,—1-2[
La taille de la boite est alors D et son centre ¢ BY-

(15)

A partir de cette premiere boite, on construit toute une collection de
boites de taille de plus en plus petite en effectuant des découpages successifs
de chaque boite en 8 boites de taille moitié et en rejetant systématiquement
toute boite ne contenant aucun triangle. Ceci suppose de définir la notion
d’appartenance d’un triangle a une boite . Pour cela, on choisit de privilégier
le centre de gravité du triangle:

si. TeT, TeB:Gre B, (Gr centre de gravité de T'). (16)

Cette succession de découpages induit une hiérarchie par niveaux de la to-
talité des boites. On pourra donc associer a chaque boite un niveau qui
permet de repérer a quel instant la boite été créée. On notera fv(B) le
niveau d’une boite donnée et cg son centre.

Plus précisément on obtiendra par tris successifs des centres de gravité
des triangles '’empilement suivant:

e Au niveau fv = 0, on a une seule boite :

B~ = {Bf} (17)
e Au niveau fv = 1, on a au plus 8 boites :
B ={Bl.B},..., By} oW NB'<8. (18)
On les obtient en divisant B en 8
B= U <cBg - 5% + {—g,—}-% D : (19)
e=(£1,£1,41)

et en rejetant les boites sans triangles

e Au niveau fv =2,..., Lv, on fait la méme chose mais sur chaque boite
du niveau précédent.

Le nombre total de niveau est donc Lv et B est ’ensemble des boites d'un
niveau donné. La collection complete est alors

B= & B (20)

lv=0,..,Lv



3.1.2 Notion de descendants, d’ascendants, de voisins et de voisins
éloignés d’une boite .

L’algorithme précédemment décrit permet de définir facilement la notion de
descendant et d’ascendant d’une boite. Dit rapidement, ’ascendant d’une
boite est la boite de niveau supérieur dont elle est issue. Les descendants
sont celles de niveau immédiatement inférieur qu’elle a engendrée :

D(B)={be B, bC B, to(b) = tu(B) + 1} (21)

B = Ascend(b) < b€ D(B) (22)

On définit également la notion de boite voisine. Si B est une boite, B’
une autre boite. On dira que B’ est voisine de B si elles sont de méme niveau
et si elles ont au moins un sommet commun.

Il est facile de voir qu’il y a au plus 27 boites voisines d’une boite donnée:
la boite elle méme et celles qui partagent avec elle une aréte ou un sommet.
On a donc

V(B) ={B' € B, tv(B') = tv(B),BNE #0}. (23)
On termine par la notion plus compliquée de voisins éloignés d’une boite :
C(B) ={B' € B, Ascend(B') € V(Ascend(B)) et B' ¢ V(B)} (24)

En gros, les voisins éloignés d’ une boite sont les boites de méme niveau non
voisines de B mais dont les deux ascendants sont voisins.

Pour chaque boite, il y a au plus 189 boites voisines éloignées (27 fois
8 — 27 car les 27 voisins ont au plus 8 descendants et on doit enlever les 27
vrais voisins).

A partir de ces notions. il est facile de définir les ensembles des couples
de boites voisines ou voisines éloignées a un niveau donné. On définit

Vi = {(B,B) € B x B", B e v(B")}, (25)

ol — {(B, B/) c BY x Bev’B c C(B/)}, (26)

(remarquez que la disymétrie entre B et B’ n’est qu’apparente puisque si
B’ est voisine (resp. voisine éloignée) de B, B’ est voisine (resp. voisine
éloignée) de B.)



la propriété fondamentale que nous utiliserons par la suite est que

{ Si (B, B') € V", alors (b,0') € D(B) x D(B') entraine

(27)
(b,1') € V1 ou bien (b,0) € C*F.

Autrement dit, deux boites voisines ont tous leurs descendants respectifs
voisins ou voisins éloignés.

3.2 Découpages induits par la structure de boite.
3.2.1 Découpage arborescent sur 7, x 7j,.

On a maintenant tous les éléments pour définir le découpage de 7;, x 7,
adapté aux multipoles.

Si T est un triangle, a chaque niveau, son centre de gravité est localisé a
I'intérieur d’une unique boite. On peut écrire

TeBlrcBr'c...cB)=B8). (28)

Maintenant, si (7,7") est une paire de triangles, on dira que (7',7") sont
proches si chaque triangle appartient a deux boites voisines de niveau Lv
(c.a.d. celui correspondant aux plus petites boites). On note N7 I'ensemble
des paires de triangles proches :

Ny = {(T,T’) €T x T,

(B, B') € BX x B,
TeB, T e B et B cV(B) (29)

ou Ny = {(I.T") € T, x Tp,, (BR, Bf) € v}

On définira alors Fr, ensemble des paires de triangles loins, comme le com-
plémentaire de Nr (deux triangles non proches sont considérés comme loins
I'un de lautre!)

%X%:NT@JTT. (30)

le signe @ désignant le caractere disjoint de la décomposition.
L’ensemble Fr des paires de triangles éloignés peut lui-méme étre parti-
tioné suivant le degrés de proximité des triangles. On écrira

Fr=F @ F '@ ... F} (31)



avec

Flv = {(T,T’) €Ty x Ty,

3(B, B') € B™ x B,
TeB, T € B et B/GC(B) (32)

ou F¥ = {(T, T') € T, x Ty, (BE, BEY) € CLv}

Cette décomposition provient du fait que deux triangles éloignés sont néce-
ssairement voisins pour un niveau assez grand (plus grand que 1 car toutes les
boites de niveau 1 sont voisines). Or deux paires de boites voisines au niveau
v ne peuvent contenir que des paires de boites voisines ou bien voisines
éloignées au niveau fv + 1. Quand les deux triangles ne sont pas voisins le
processus doit s’arréter a un certain niveau.

3.2.2 Deécoupage des matrices

Le découpage des paires de triangles va nous permettre de décomposer les
matrices provenant des formulations éléments finis qui s’appuient sur une
triangulation de I'. La démarche est tres générale, c¢’est pourquoi on a choisi
de la présenter dans un cadre assez abstrait que I'on particularisera dans la
suite.

On commence par rappeler les fonctions de base de Raviart-Thomas
linéaires par triangle que l'on utilise. Celles-ci consistent en la collection
des

(¢i)1gz’§N ) (33>

ou i parcourt I'ensemble des arétes de la triangulation (on suppose I'objet sans
bord pour simplifier). A chaque aréte A; est ainsi associée une fonction de
base. Celle-ci a son support qui coincide avec les deux triangles qui s’appuient
sur l'aréte, soient T4 et T; . On a

S
T2 sizeTf
_ Q‘TAﬂ
di(z) =4 T Mo (34)
. -
2|TA;‘ SLT € 1y,

olt 5" est le sommet de T3 opposé laréte A4; et |T'| est I'aire du triangle T
Soit maintenant b(x, y; ¢, ¢’) une fonction de 4 variables qui est bilinéaire
en (¢, ¢’). A partir de b, on construit la matrice

Ziy = [ [y 04(2).0,(v)) dX ()0 (). (35)
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En utilisant la triangulation de I', on ramene 'assemblage de cette matrice
a ce que I'on appelle couramment des matrices élémentaires

Ziy = > | [ by 6i2).05(y)) dT(@)dT(y)

(T, 7" €Ty x Ty, (36)

= >zt

(T,T’)GT]—L XTh

Les matrices élémentaires ZZJ’»TI sont tres creuses car pour (T,7") fixé, seuls
9 termes sont non nuls (disgression sans objet ici).

La partition de 7, x 75, en Ny @ Fr nous permet de construire naturelle-
ment la décomposition

7 — pgmnear + Zfar7 (37)
avec
zrr = [ [ by o), 6,(0) dT@AT (), (39)
(T, T"eNT
2= %[ bey.6i0).6,0) dT@AT ). (39)
(T, T")eFr
La partition de Fr induit elle-méme un découpage de la matrice Z/" suivant
Lv
2= 720 2= %[ [ by, 6i@).0,0) dT()AT ()
fv=2 (T,1) e]:lv
(40)
ou encore
v B,B’
Zis= > Zij, (41)
(B,BeFY
avec

257 = % | [ by ei@),0,(0) dT@)T(y).  (42)

(T, T")eBx B’

3.3 Multiplication matrice vecteur via la FIMM.
3.3.1 Formule multipole abstraite

Soient T" et T" deux triangles appartenant a deux boites voisines éloignées B,
B’ de niveau fv donné. Si (z,y) sont deux points de T' x T”, on suppose que
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'expression de b(x,y, ¢;, ¢;) est donnée par une formule du type
b(l’, Y, gbia ¢]) =

T, (3) TL(3, :) TL(3, ¢y )e M en) St o (3)
S

(43)

ou

e 52 est la sphere unité, § est un point courant de S?, do(8) I'élément
d’aire de S2,

o Tp p(5) est une fonction a valeurs complexes réguliere qui ne dépend
de B et B’ que par le truchement du vecteur cg — cpr,

~

o II(8, ¢) est une forme linéaire a valeurs complexes en ¢ et C* en 3.

On suppose cette formule valable pour tout (z,y) dans T' x T".
Cette décomposition a plusieurs propriétés remarquables qui vont jouer
un role important dans la suite

1. Les variables x et y sont maintenant séparées: on a, modulo une
intégration sur la sphere, décomposé le noyau. On peut interpréter
cette décomposition comme une décomposition spectrale de 'opérateur
intégral associé.

2. La dépendance de cette décomposition par rapport aux boites est mul-
tiplicative par rapport au centre des boites.

3. La fonction ne dépendant que de cg — cp, il n’existe qu'un nombre fini
(< 316) de telles fonctions pour un niveau donné. En effet, il est facile
(enfin, pas trop difficile) de voir que la distance de centre a centre de
deux boites voisines éloignées est de la forme

. . . D
cg — cp = (M T + noy + n3Zz) o (44)
avec
(77,1,77,2, nS) € {_37 _27 _L 07 17 27 3}3 _ {_17 O? 1}3 (45)

et 73 — 33 est égal a 316.
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3.3.2 Multiplication matrice vecteur (cas singulier)

Soit I = (I;)1<i<y un vecteur courant. On s’intéresse au calcul de
vler = 211 « Ul = Z ZI (46)
1
soit

lv=2 fv=2

Lv
Ui = Z (Z Z“I) =Y uP. (47)
On a plus précisément

v
Ul =

> > S v eiw).oiw) dT@dr )} 1

(B,B")eCy (T.T")E€BxB' j
(48)
On va inverser les sommations. On procede de la maniere suivante. Si A;
est une aréte associée au degrés de liberté ¢, toutes les intégrales sont nulles
a l'exception de celles relatives a T = T;ﬂ_ et T'= T, . Maintenant 7" ¢tant
fixé, son centre de gravité appartient a une unique boite de niveau fv soit
B% et on a

> > =2 2 2 ). (49)

(B,B)eCy (T,T/)EBXB’ T= TﬁE B'ec(BY) T'eB’
En substituant I'ingrédient multipolaire, on arrive a ’expression

vt = 3 [ [ IGa@)e e | S Taw(s).

T= T‘i BIGC(B,?’U) (50)

. (Z ([ nis, o0y >>dT'<y>))) do(3)dT (z).

D’ol un premier calcul “multipolaire”

e On boucle sur les niveaux : pour tous les niveaux (v € {Lv, Lv —

2}
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— on calcule les “far fields” : sur toute les boites de niveau fv, on
forme

FP(3) =Y (/T kly—p) ( PORRILE )dT’( ))

TeB’ J,A;COT
(51)

— on translate les boites voisines éloignées: sur toutes les boites de
niveau fv, on écrit

NP3 = Y Tp5(3)F7 (3), (52)
B'eC(BY)

— on reconstitue le “champ” en chaque degré de liberté

Uiév_ Z // —zk(:c—cB).éNB(é)’

T=Tj, (53)
avec B = BY,

e on reconstitue enfin le champ lointain total

Lv
vl =3 Ut (54)

fv=2

Maintenant, on peut utiliser '’emboitement des boites : on remarque que

S ([ e oy )ar'(y) -
e e A (55)
S Y (f et s, gy )T ) )

b’ /Ascend(b)=B' Teb

soit ' )
FB’(§> _ Z 6zk(cb,—cB,).s Fb,(§>. (56)
b /Ascend(b')=B’'
Il y a donc une récurrence entre les champs F5(3).
De la méme facon, on peut regrouper le calcul des quantités a intégrer :
on définit
NB(3) = NB(3), si B € B top niveau
i i . . (57)
NB(§) _ NB(§) _I_NAscend(B)(§) e—zk(cB—cAscend(B)).s’ sinon.

13



Le vecteur U/ peut alors se calculer en une seule fois selon
—tk(x—c L0 v,
vir = [ [ IG e TN ), 6y)
T=T%(A;)

(il suffit d’injecter (57) dans (53) et d’utiliser le décalage sur les exponen-
tielles). Ces remarques permettent de réécrire le premier algorithme selon :

e On calcule les “far fields” sur les boites B de plus petite taille (boite
de niveau Lv)

FP(5) =Y (/T/ =) ( PRRIIE f)dT’( >), (59)

TeB! j,A;COT

e on boucle sur les niveaux en remontant des plus petites boites vers les

plus grosses : pour tous les niveaux v € {Lv —1,...,2} on calcule les
“far fields” par regroupement de toutes les boites de niveau fv
FB’(§> _ Z 6ik(cb/—03/).§ Fbl(§). (60)
b /Ascend(b')=B'

e pour tous les niveaux fv € {Lv—1,...,2} on initialise les “near fields”
de toutes les boites de niveau fv par translation des boites voisines
¢éloignées: 3

NPGE) = Y Tew(3)F7(3), (61)
B’eC(BY)

e on effectue une nouvelle boucle sur les niveaux en remontant: pour tous
les niveaux (v € {3, ..., Lv} on ré-assemble les “near fields” de toutes
les boites de niveau (v

NB( ) NB( >+NAscend )( )e—ik(CB—CAscend(B))~§ (62)
e on reconstitue le “champ” a chaque degrés de liberté

Ut = S [T e e SR @) (69)

TTi

Dans cet algorithme, on a pas précisé le maillage utilisé pour I’ intégration
numérique sur S%. Ce maillage devra étre adapté au niveau de la boite
considérée et des opérateurs d’ interpolation et de filtrage doivent étre utilisés
pour passer d’un niveau a ’autre. Nous reviendrons sur ce point dans 'une
des sections suivantes. Nonobstant cet ingrédient technique (et essentiel),
cet algorithme est I'algorithme FMM ou fast multipoles method.
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3.3.3 Multiplication matrice vecteur (cas régulier)

Dans la section précédente, nous avons décrit un algorithme qui prenait en
compte le fait que la décomposition du noyau a intégrer n’était valable que
pour des boites suffisamment éloignées. Dans le cas ou la décomposition est
uniforme, on peut également construire un algorithme plus simple que 1'on
décrit ci-dessous.
On suppose maintenant que l'on a une formule du type
breg(mu Y, ¢i7 ¢]) =

- o (64)
/S TI(E G TI(3, ) *e3eitv-do(5)

valable uniformément sur (z,y) dans BY. Dans ce cas, la partie séparation
partie proche, partie lointaine peut étre évitée. Si Z"% est la matrice

2150 = [ [0y, 61(2), 0,(y) d(x)dI (y). (65)

la matrice est définie positive avec

25 = (8°0),, = [ 3:(5);(8)do(3) (66)
s
Le calcul Z"91 peut se faire alors tres simplement suivant

1. Faire sur toutes les boites de niveau Lv

fﬂ@:Z(LW“~<Z:H f)wuy<m

TeB! j,A;COT

2. Faire sur tous les niveaux fv = Lv — 1, ..., 0: faire sur toutes les boites
de niveau fv

FB’(§> _ Z 6ik(cb/—03/).§ Fbl(§). (68)
b /Ascend(b')=B'

3. Initialiser le “near field” de la plus grosse boite

NP5 (3) = F%(3) (69)
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4. Faire sur tous les niveaux fv = 1, ..., Lv: faire sur toutes les boites de
niveau fv

NB(é) _ NB (§) + NAscend(B)(g) e—z‘k(cB—cAscmd(B)).é (70)
5. Faire sur tous les degrés de liberté

vl = Y G e e 8B () (1)

T=T*(4A;)

Cet algorithme est, mis a part le regroupement des calculs par boites, sem-
blable a celui utilis¢é dans MAXIM pour effectuer le calcul de Aypz), =
5}‘7,1‘5%:5;1. La encore, c’est I'adaptation du maillage a la taille de chaque
boite et I'utilisation d’opérateur de filtrage et d’interpolation qui va perme-
ttre d’obtenir un calcul plus rapide.

4 Formules FMM pour les EID.

Nous nous proposons dans cette section d’établir les formules multipolaires
pour les opérateurs de type Ay et K, qui sont utilisés dans les EID. Le
cas de Ay, est tres simple et correspond au cas régulier. Il est traité dans
une premiere sous-section. Les opérateurs K, sont, comme le montre la
formule (7), combinaisons de deux opérateurs a noyau (7' et K) et d'un
opérateur quasi diagonal (n A ). Apres avoir rappelé les formules multipoles
classiques (sous-section 2), on déduit facilement une premiere formule pour
K (sous-section 3), puis on effectue un traitement un peu plus subtil pour
T (sous-section 4). Enfin, on assemble les résultats pour obtenir le résultat
recherché.

4.1 Le cas des matrices Ay,

C’est le cas le plus simple: on utilise (11) pour écrire

1 1
Ag,hxh = §[dhxh + §A/g7hxh (72)
avec 1
A’&hxh = 2—]{:2(52}15&;@"}1. (73)
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D’apres (4)-(5), on a
(Aon);,; = /S b (61 8) aben(d, 8)do(3) (74)
avec o = N—ﬁ, On effectue le changement de variable § — —3, comme

aden(di, —8) = 47r /qbz (0 + iggp)e” A0 (x)

o (75)
adpp(@j, —5) = - /¢] (6 — icep)e ™3 (y)

on obtient finalement

(404),, = [J¥reo(@.y. 6x(2). 0,(y)) d ()T (). (76)

avec
bTeg('r7 Y, (bi? ¢]) =
o (77)
[ L6 L5, 6,04 do 3
52
et i

Ainsi, il suffit d’appliquer I'algorithme FMM avec noyau régulier.

4.2 Rappel des formules multipolaires classiques

La base des formules multipolaires pour les opérateurs K, va étre identique
a celle utilisée classiquement en électromagnétisme. On rappelle ces formules
dans ce paragraphe. Le pomt de départ est une formule d’addition dite de
Gegenbauer pour le noyau £—. On asidet D sont deux vecteurs de 'espace
avec |D| > |d|, d = |d| d, D | D] D,

cikld+D o0

D]~ 2V @n+ DD RGP D). (79)

n=0

la série étant uniformément convergente sur tout compact de {(d, D), |D| >
|d|}. En particulier on peut la dériver sur cet ensemble. Cette formule fait
intervenir toute une floppée de fonctions spéciales a savoir

e P, le polynome de Legendre d’ordre n,
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e j,, la fonction de Bessel sphérique d’ordre n,

e V) = j, +iy,, la fonction de Hankel sphérique d’ordre n et de premicre
espece, Yy, ¢tant la fonction de Neumann sphérique d’ordre n.

Pour une définition précise de ces fonctions, nous renvoyons le lecteur a [3]
par exemple.
Le second ingrédient est une formule due a Funk-Hecke qui s’écrit

4 .
Zn(Kd)Pu(D - d) = [ P(D - 8)e~ "o (3) (80)
En rapprochant (80) de (79), on arrive a
oikld+D|

— (2n+ )RV (K|D)) | Pu(D - 8)e "4 1
ik|d + D 47TZ n+ 1) (k ‘/ do(s), (81)

oy
que 'on peut réécrire

eik\d+D| 1

——— lim | TV(3,D)e *do(3 2
Zk’|d+D‘ 471’ N—>oo o ( )6 0(5)7 (8 )

avec N
TV(3,D) =" i"(2n + DAY (k|D])P.(D - 3) (83)

n=0

Une des difficulté de 'algorithme FMM est que cette série s’avere violem-
ment divergente lorque N tend vers l'infini: c’est I'intégration contre une
exponentielle qui la fait converger.

Pour ce qui concerne le noyau qui intervient dans les opérateurs
intégraux de Després, on peut obtenlr une formule identique en suivant ex-
actement la méme démarche. Il suffit de prendre la partie imaginaire de la
formule de Gegenbauer et de réutiliser la formule de Funk-Hecke. On aboutit
a

cos kr

cosk|ld+D| 1

— lim TN D —tkd-s a 4
k’|d—|—D‘ 47T N—»oo 52 ( )6 d0(5)7 (8 )

avec N
TN(3,D) = = > i"(2n + D)yu(k[ D) Pa(D - ) (85)

n=0

Pour appliquer cette formule aux EID, on se donne deux points z, y, deux
centres ¢, et ¢,, on écrit

r-y=[r-c)-W-¢)lt+ly-cal=d+D (86)

18



et on suppose
|z —cal + ]y — ¢y <mley — o < ey — (87)

pour un certain n positif et plus petit que 1.
On obtient alors I'approximation

kcoskle —y| K
Amle —y| " (4m)? Js

2T,fv(é, Cy — Cy) e~ th(z=ca)s e+ik(y_0y)'§d0(§). (88)

Comme nous 'avons dit, on montre qu’il est loisible de dériver ces formules.
En particulier, si ¢ est un champ de vecteur, on a également la formule

cos k|z — y| A 6(y) ~
. Art|x — y| | - | (59)
e [T (B = ) (218 A () e e (),

Une autre formule intéressante fait intervenir le tenseur dyadique de Maxwell
(voir plus loin formules (98), (99)). Comme

1 . R
<Id3><3 + ﬁvm ® vx) ¢(y>€—zk(m_cm).s —

(Idzus — 5 ® 8) p(y)e @S = (3 A (¢(y) A §)) e Hla—eo)s,

on obtient

(90)

1
k2

k cos k|z — y

(Id3><3 + =V, ® Vm)

p o(y) ~

k2 S o a —ik(x—cy)-8 7 —cy)-8 N
(4m)? LT (iey = ) (5 A (6(y) A 8))e 7S e s),
(91)

Ce sont ces deux formules qui seront a la base de la méthode FMM pour les
opérateurs Ky p,.

Le dernier point a préciser est le choix du N nécessaire a une “bonne”
approximation (nombre de multipoles). Dans la littérature on trouve que

N = N; = kd + Clog(kd + ) (92)

donne une approximation en 10~ pour la formule (88) pour 1 < kd < 200
tandis que
N=N;+2 (93)

est nécessaire pour la méme précision sur les approximations (89) et (91).
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4.3 Formule multipolaire pour la matrice K

Cette formule s’obtient par application directe de ce qui précede. Par défi-
nition, on a

(Kn),, = / /@ (VaGo(,9) A ¢;(y))dT ()dT () o
_ /F /Fbm,y,¢i<x>,¢j<y>>dr<x>dr<y>

On utilise alors simplement la formule (89) et on obtient

bT(x7 Y, ¢i7 ¢]) ~

k2 a . A —ik(z—cg)-8 ik(y—cy)-$§ a
A [T 56— ) (138 ) O ),
(95)

4.4 Formule multipolaire pour la matrice T}

La formule explicite de la matrice associée a I'opérateur T}, est donnée par
1
= [ J1Grw.) (60) - 65() = 15 Vr0,Vror) dD(@)dl(y)  (96)
Cette formule fait apparaitre 3 termes de la forme

/ /kc 2, )T (6s(2))T1(¢; ()T (x)dT (y)

avec Ilp = ¢ -a, a =, y et Z, ainsi qu'un terme de la forme

[ [£G () (Te(0:(2)(Tr(; (1)L (2)dT ().

L’utilisation de la formule (88) permettrait de calculer Tz a 'aide de 4
calculs multipolaires. On va montrer dans cette section que I'on peut se
ramener a 2. En effet, si ¢; et ¢; ont leurs supports disjoints, on montre que

(Ti)sy = [ f(Tdses + 25V @ 9. ) KG 0,0) - 65(0) - 6:(a)dT () () (97)

20



ou G(z,y) = (Idgxg + k—ng ® Vm) G.(z,y) est le tenseur dyadique de Max-
well (matrice 3 x 3)

Go(w,y) = (Tdsxs + 5 Ve ® Vo) Gr(a,y) =

(98)
Flz —y)dsxs — (x —y) ® (x — y)H(Jz — y])
avec i i X
F(r)z%e( ZW (1+E—W>> )
H(r)=Re <er3 (1 + % — %))
et

(z—y)@(r—y)),,;=@@—yilr—y); 1<i,j <3 (100)

En utilisant la formule (91), on trouve la décomposition
Jj = /F/bs(x’y’¢i(x)>¢j(y))dr(x)dl“(y)

(ZL’ Y, ¢27¢] / TN S y Cy — m) c. (101>
ARG e g, )

Et, on se ramene a 2 calculs multipolaires (un pour chaque projection des
fonctions de base sur les vecteurs unitaires tangents de la sphere unité).

Le probleme avec une telle formule est qu’elle n’est pas applicable pour
des fonctions de base & supports non disjoints (singularité en x = y). L’idée
va étre de découper l'intégration sur les paires de triangles et de séparer le
calcul en deux parties suivant la proximité des triangles. On commence par
établir un premier lemme

Lemme 1: Soient T et T' deux triangles sans sommets communs, si

(ThT’T/)m:/T/T/kG,«(x,y) <¢z(95) ’ ¢j(y) - %VT'%VT@) dT(x)dT’(y(), |
102
(T, = | | k(e y)- 650) - di@)dT (@)l (), (103)
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(G, défini dans (98)), et

k (Rf’T')ij _

/ Go(,y) (vor(z) - ¢i(x)) Vardy(y) dOT (2)dT (y) +
' (104)

/ Y(war (y) - ¢;(y)) Vroi(z) dT (x)doT' (y) —

/BT/8T (z,9)(Wor (y) - 9;(y)) (vor(x) - ¢i(x)) dOT (x)dOT" (y)
ér(x7y> = G,(z,y), sur(z,y)eT xT' (105)
alors, on a , . ,

(m )J = (T )] + (7" )j : (106)

La preuve s’appuie sur des intégrations par parties. La distinction entre G
et G, qui sont identiques sur ’ensemble d’intégration est ici sans objet mais
apparaitra plus claire par la suite.

Si
Ly = [ [, Grlw.y) Va(6)(@) Vir(6y)(w) dT ()T (v).
Ly == [ ], V:Crlw.) 61(2) Vi (6,)(v) dT ()" (3)
+ L, Grlaey) vor(a) - 64(2) Vi (6,) () dOT (2)dT" ()
soit

Ly =+ [ [ V4@ V.Gy(e,) 62)6; () dT ()T (1)
_ /T/aT’ var(x, y) . qﬁz(x) Vo (y) . ¢j (y> dT(I)daT/(y)
" /aT/T/ Gr(w,y) vor(x) - 6i(x) Vi (9;)(y) dOT (x)dT"(y)

22



__/ [ Ve ® VaGila.y) 6i(x)0;(y) dT (x)dT'(y)
+ / / (2, y)Vr(9:) (x) vor (y) - 6;(y) dT(x)dOT'(y)
B /8T/8T, G (2, y) vor () - ¢i(z) vor (y) - ¢;(y) dOT (x)dOT" (y)

+ Gr(x,y) vor(x) - di(x) Vo (¢;)(y) dOT (x)dT"(y)

oTJT!

et le lemme en découle immédiatement.

On peut expliciter un peu plus la forme de la matrice RZ’T, pour les
fonctions de base particuliere avec lesquelles on a choisit de travailler. Un
calcul simple montre que

k (RZT)U -
T T/ /
//T ) \AHT'\ AT 07
1 [ ]G mde( 2)dA;(y) -
// xy‘AHA‘dAmdAj(y)
ol
I siT =Ty
e =< -1 siT=T, (108)
0 sinon

A; est laréte associée au degré de liberté i, |A;| sa longueur et enfin |7 la
surface du triangle T A partir de cette expression, il est facile d’établir le
résultat suivant

Lemme 2 Pour toute fonction G, (x,y) réguliére, si Rf’Tl sont les ma-
trices données par (107), on a

> (rRET) =0 (109)
(T, T")eTH x T, I

C’est immédiat car la somme contient 4 x 3 = 12 termes non nuls deux
a deux opposés (ce résultat est d’ailleurs vrai dés que les fonctions de base
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vérifient les conditions d’appartenance a H(div)). Le fait d’avoir énoncé ce
résultat pour une fonction G, quelquonque et non pour la fonction G, égale
au noyau de Green tient a ce que les termes diagonaux de la matrice n’ont
alors pas de sens.

Nous avons maintenant tous les éléments pour construire l'assemblage
adapté au calcul multipolaire a deux composantes pour S. On rappelle que
I’'on a découpé 'ensemble des couples de triangles en deux parties disjointes,
a savoir

T, = Nr @ Fr (110)

Nr étant 'ensemble des couples de triangles proches tandis que Fr est I'en-
semble des triangles lointains.

On suppose que les couples de triangles lointains sont uniformément
séparés de la diagonale (ce qui est vrai pour le découpage a partir de boites).
Il existe alors une distance munimale dj,

do=inf(lz—y|, zeT,yeT, (T,T) € Fr) (111)
et on pose

~ { G.(z,y) si|x—y|>0.9dy (112)

Grzy) =1 si |z — y| < 0.9d,

le facteur 0.9 étant complétement arbitraire. On écrit

(Th)i; = > (ThT’TI) = > (TFLT’T/) - (RZ’T/)M

(T,T’)GTh X Th I (T,T’)GT]—L XTh I

(le terme rajouté étant nul d’aprés le lemme 2). On utilise alors le découpage
puis le lemme 1 pour écrire

(T = 3 ((TE’T/)Z,,JF(RZ’T')M)JF > (T)

(T,T")eNT g (T,T")eFr !

On a donc finalement

(Ta)ig = (T2 + (TL), (113)
avec
e = X (@), + ('), (114)
(T, T")eNT ’ ’
et
(Tf{GT)ij - Z (Tg’T,)ij ’ (115>
’ (T, T eFr ’
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4.5 Formules multipolaires pour les matrices K/,

Il nous suffit maintenant d’assembler les différents résultats obtenus dans les
paragraphes précédents. On rappelle que

1
Kg,h = —&TgTh - Kh - §Vh (116)
avec
(Viiy = [ 0(&) A 62) - 65(a)dT () (117)
et ¢g = —1 pour £ =1 et 1 pour £ =2. On découpe alors la matrice K, en
deux parties
_ near far
(Ken);y = (Ke,h )” + (Ke,h )” (118)

avec
(Kpsem), = e (T3, + (5,

Zhj

+5 (), (19)

ou T est donnée dans (114) via (102)-(107)-(112) et K***" a une définition
analogue

(Knear)ZJ _ Z (KT,T/) N

(1,1 e/\/’T I (120)

(K5, / (VaGrl,y) A 65(y)) dT (2)dT ().
Pour la matrice lointaine, on a

(), = == (1), ~ (), a2

Z’]

ot T/ est, donnée par (115) via (103)-(98) tandis que K" a pour expression

(K7),= ¥ (K7, 122

(TvT/)efT

Ouf! Sur la partie lointaine, on peut utiliser les formules multipolaires que
nous avons établies. Si

I'= |J TxT (123)
(T, 7"eFr
on a
~eo (K1), = [[, ey 0@ i) @) (24)
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avec

{ bo(z,y, ¢i(x), ¢;(y)) = (125)
gl‘(x7y> : ¢Z(x> : ¢J(y> + 5€(var(m7 y) A ¢Z(x> : ¢J(y>
Et on trouve d’apres (89) et (91)
k? N .
bl 010 050)) = oy [T G s
(8, () e Eme)s 0 (y) V=) 3do(3)
Te(3,¢5) = ((3 A (¢ A 8)) +ice(di A 8)) (127)

Pour conclure, on utilise une remarque de K. Mer que 1'on résume dans le
lemme suivant
Lemme 3 Si ® et &' sont deux vecteurs réels, on a l'identité remarquable

R .
(4m)? Ie(8,¢) - ¢ =11y(5, @) I1y(3, ¢') (128)

ou I, est défini dans (78) c’est a dire

II,(3,9) = E¢ 0g(8),  0e(0,0) = 0 —icyp. (129)

On utilise ce lemme pour aboutir a la formule

{ bola, y, 0i(x). 65(9)) = [ TN (0= c29) ...
LGS, Gi))e MO T (3, ¢y (y)) e S do (3)

(130)

qui est de bien de la forme requise pour appliquer Ialgorithme multipolaire.
La preuve du lemme 3 est comme suit. On écrit dans la base (8, 6, Q)

O = ¢sé + Pl + b

et

~

{§A<¢As¢> = o + ¢p,
GAS = ¢.0— o,



d'o,

i(3,0) = (o +iceo,) 0+ (b, —icedy) @
= (¢ +ieed,) (0 — icr) .

Maintenant si )
¢ = @5 + dyl + I,

que l'on réécrit

¢ = ¢l + % (0 —iceg),) (6 +icep) + % (0 +izedl,) (6 — i) .

comime

on a o
[o(3,0) - ® = (69 +icud,) (o) — icsd)

qui n’est autre que (128). Le lemme est démontré.

4.6 Conséquences sur l’intégration sur la sphere

Comme nous l'avons dit, un des points clé de l'efficacité de la méthode
multipole réside dans le choix des formules de quadrature utilisées pour I’
intégration sur la sphere unité. Ce maillage peut en effet étre adapté a la taille
de la boite considérée au prix de l'utilisation d’opérateurs d’interpolation et
de filtrage permettant de passer d’un niveau a I'autre. Pour la FMM clas-
sique, on montre que les champs proches et lointains sont des combinaisons
linéaires finies d’harmoniques sphériques dont le nombre dépend, pour une
précision donnée, précisément de la taille de la boite a laquelle ils sont at-
tachés. On peut alors utiliser des procédures maintenant standard pour
effectuer filtrage et interpolation, [4], [6]. Il existe toutefois un point nou-
veau dans l'algorithme FMM que nous venons de présenter qui tient a ce que
I’on ne manipule pas directement les champs mais leurs projections sur la
sphere unité et cette opération de projection n’est pas neutre quant au con-
tenu en harmoniques sphériques de la fonction projetée. On peut toutefois
adapter les algorithmes de filtrage et d’interpolation pour tenir compte de la
projection. Sur cet aspect, nous renvoyons le lecteur a [8].
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