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Abstract

Notre �etude porte sur l'incorp oration de �ls minces dans les formula-
tions volumiquesdes�equationsde Maxwell. Nous construisonsun mod�ele
bas�e sur une approximation quasi-statique du champ �electrique au voisi-
nage du �l. Ce mod�ele correspond �a un probl�eme math�ematique bien
pos�e car conservant une �energie. Il s'�ecrit sous la forme d'un probl�eme
d' �evolution variationnel et se prête donc bien �a une discr�etisation par
�el�ements �nis en espaceet di� �erences�nies en temps. Nous choisissons
des�el�ements �nis et une technique d'assemblage qui redonnent le sch�ema
de Yee en l'absence du �l et proposonsdeux sch�emas de discr�etisation
en temps pour les termes additionnels dus au �l. Le premier redonne le
sch�ema aux di� �erences�nies propos�e par Holland et qui est tr �es utilis �e
dans les codes industriels. Notre mod�ele est donc le cadre math�ematique
sous-jacent du sch�ema de Holland. Le secondest un sch�ema original qui
pr�esente l'avantaged'être stablesousla condition destabilit �eusuelle,c'est-
�a-dire ind�ependamment de la pr�esenceou de la grosseurdu �l. Il est donc
une alternativ e int�eressante au sch�emade Holland qui sou�re de probl�eme
de stabilit �e. L' �etude est compl�et�ee par la d�etermination de l'inductance
arti�cielle optimale qui est un param�etre cl�e de la m�ethode. Une for-
mule explicite est donn�ee dans le cas d'un �l parall�ele aux axesdu mail-
lage. Les r�esultats desexp�eriencesnum�eriquescon�rment nos conclusions
th�eoriques. Signalonspour �nir une retomb�ee int�eressante par elle-m̂eme
denotre travail qui est la d�etermination du comportement asymptotique de
la fonction deGreende l' �equationd'Helmholtz bidimensionnellediscr�etis�ee
avec un laplacien �a cinq points.

Abstract

Our study concernsthe incorporation of thin wires in the volumic for-
mulations of the Maxwell's equations. Our model is built on a quasi static
approximation of the electric �eld in the vincinit y of the wire. This model
corresponds to a well posed mathematical problem with conservation of
an energy. It can be written as an evolution variational problem, and so,
is well suited for a discretization with �nite elements in spaceand �nite
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di�erences in times. We choosethe �nite elements and a assembly tech-
nique to recover the well known Yee schemewhen the wire is absent and
proposetwo di�eren t schemesfor the time discretization of the additionnal
terms due to the wire. The �rst one corresponds to the �nite di�erence
scheme proposedby Holland which is very used in the industrial FDTD
electromagneticcodes. Our model is therefore the underlying continuous
model for the Holland's scheme. The secondone is a new schemethat has
the advantage to be stable under the usual CFL, i.e. independantly of the
sizeof the wire. It is therefore an interesting alternativ e to the Holland's
model that su�ers from instabilit y problems. The study is completedwith
the determination of the arti�cial inductance, a sensitive parameter of all
thesemethods. An explicit formula is given in the caseof wire parallel to
oneof the axis of the mesh. Experimental computations con�rm our theo-
ritical claims. Let us mention a result of our work, interesting per se,that
is the asymptotic behaviour of the Green function of the 2-D Helmholtz
equation discretized with a �v e points laplacian on a regular grid.

1 In tro duction

Le sujet que nous traitons dans ce rapport est la mod�elisation des �ls
mincesdanslescodesdecalcul d'�electromagn�etisme,et plus particuli �erement
pour la m�ethode FDTD (Finite-Di�erence-Time Di�erence), intro duite
par Yee[16], [14]. Il sesitue dans le domaineplus vastede la mod�elisation
de l'e�et de d�etails g�eom�etriquessur les ondes�electromagn�etiques,d�etails
au senso�u l'une des longueurs caract�eristiques d'un objet di�ractan t est
petite devant la longueur d'onde. L'utilisation d'un maillage tr �es �n
�epousant la forme de l'ob jet conduit �a un calcul on�ereux. Outre le nombre
de mailles n�ecessairequi peut s'av�erer important dans le casde structures
tr �esminces ou �nes, c'est surtout la condition de stabilit �e qui imposeau
pas de temps d'être born�e par la plus petite longueur de maille qui a des
cons�equencesd�esastreusessur la pr�ecisionde la solution num�erique (dans
leszoneso�u le maillage est lâche, le ratio pasde temps sur pasd'espaceest
localement tr �espetit et la dispersionpour le sch�emade Yeeest maximale).
Notons �egalement que la m�ethode FDTD s'appuyant sur un maillage cu-
bique, la g�eom�etrie des d�etails est toujours approch�ee par des formes en
\marc hesd'escalier" cequi g�en�eredesdi�ractions parasitesqui alt �erent la
pr�ecisiondu calcul.

Le travail le plus connu traitan t du probl�eme du �l pour la FDTD
est le mod�ele de Holland, [8]. Holland s'appuie sur une approximation
quasi-statique du champ �electrique autour du �l qu'il utilise directement
pour modi�er le sch�ema num�erique. L'id �ee est de n�egliger les variations
du champ �electrique incident dans un petit voisinagedu �l (de la taille
de quelque(s) maille(s)) pour obtenir une relation entre les variations du
champ �electrique autour du �l avec le courant et la charge qui parcourt
celui-ci. Cette relation est moyenn�ee faisant apparâ�tre une inductance
lin�eiquearti�cielle L . Pour un �l vertical d'axe Oz cette relation s'�ecrit

<< E � ẑ >> Sh = L (@t I + @zQ) (1)

o�u << : >> Sh est un op�erateur de moyennesur la surfaceSh .
Les exp�eriencesnum�eriques pr�esent�eessont assezconvaincantes et la

technique de Holland est actuellement tr �esutilis �eedans lescodesde calcul
FDTD industriels. Toutefois, desquestionsrestent pos�eessur ce mod�ele.
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La premi�eretient au choix du coe�cien t L . Holland proposeplusieurs for-
mulesqu'il modi�e de fa�con assezarbitraire pour obtenir de bonsr�esultats
num�eriques. La secondeconcernela stabilit �e du sch�ema; celle-ci apparâ�t
d�ependre de l' �epaisseurdu �l par l'in term�ediaire de la constante L . Plus
gros est le diam�etre du �l par rapport �a la taille de la maille et plus petit
doit être choisi le pas de temps. On est alors amen�e �a diminuer le pas de
temps ce qui conduit �a un surcrô�t de calcul et �a une perte de pr�ecision.

L'apport de notre travail concerneprincipalement cesdeux probl�emes.
Tout d'abord, nous proposonsde modi�er le sch�ema de discr�etisation en
temps de mani�ere �a obtenir th�eoriquement la stabilit �e sousla mêmecon-
dition qu'en l'absence du �l (c0� t < hp

3
). Ensuite nous donnons des

formules explicites de la valeur de L lorsque le �l est parall�ele �a l'un des
axesdu maillage. Si cette valeur n'est pas retenue, on montre que l'erreur
relative sur l'in versede la transformation de Fourier du courant varie ap-
proximativ ement comme le logarithme de a

� o�u a est le rayon du �l et �
la longueur d'onde associ�ee �a la fr�equenceconsid�er�ee. Cette d�ependance
seulement logarithmique entra �̂ne que l'erreur peut être importante dansle
casd'un mauvais choix de L . Un autre int�er̂et de cetravail est de proposer
un mod�elede �l directement dans le domainedu continu. Ce mod�elepeut
semettre sousforme d'un probl�emevariationnel �evolutif dont lessolutions
satisfont �a une loi de conservation de l' �energie. En choisissant conven-
ablement les espacesd'approximation et la strat �egie de discr�etisation en
temps on retombe (presque) sur le sch�ema de Holland. Bien ŝur, rien
n'empêcherait d'utiliser d'autres �el�ements �nis pour la discr�etisation. Le
mod�ele �laire que nous proposonspermet d'in t�egrer les �ls dans d'autres
codesde calcul que la FDTD.

Outre cette intro duction, le rapport est organis�e en quatre sections.
La premi�ere donne di� �erentes formulations pour la di�raction d'une onde
par un cylindre conducteur in�ni. La secondeporte sur la d�erivation de
l'approximation (1) puis du mod�ele �laire qui est �a la basede ce travail.
La discr�etisation du mod�eleest ensuited�ecrite dansune troisi �emesection.
On y analysenotamment la stabilit �e des sch�emas. On discute �egalement
du choix de l'inductance arti�cielle L en s'appuyant sur desr�esultats con-
cernant le probl�eme bidimensionnel. L'analyse de ce probl�eme 2-D est
d�etaill �eedans la derni�ere section.

2 Form ulations pour la di�raction d'une onde
par un cylindre

Dans cette section, on donne trois formulations �equivalentes du probl�eme
de di�raction par un cylindre in�ni. La premi�ere int�egre la g�eom�etrie de
l'obstacle dans l'espacede travail. Elle s'av�ere mal adapt�ee �a un passage
�a la limite sur le rayon du cylindre. La deuxi�eme incorpore le �l par
le biais d'une forme bilin �eaire, l'espace de travail �etant ind�ependant de
l'ob jet di�ractan t, c'est cette formulation qui nous servira d'inspiration
pour nos mod�elesapproch�es. La troisi �emequi di� �ere de la pr�ec�edente de
par l'in tro duction de la charge �electrique nous servira de point de d�epart
pour la d�erivation de l'approximation quasi-statique.
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2.1 Position du probl �eme - Premi �ere form ulation

� a d�esignele cylindre de rayon a et d'extension in�nie selon l'axe 0z. On
note n sa normale ext�erieure (en coordonn�eescylindriques (r; � ; z) on a
n = r̂ ). En�n, on d�e�nit 
 e

a et 
 i
a les domainesrespectivement ext�erieur

et int�erieur au cylindre.
Une premi�ere formulation du probl�eme de di�raction par le cylindre

consiste�a �ecrire
8
>>>><

>>>>:

trouver E(x; t) tel que

� 0@tt E + 1
� 0

rot rotE = 0 sur 
 e
a

(E ^ n) ^ n = 0 sur � a

E(t = 0) = E 0; @t E(t = 0) = E 1:

(2)

Pour simpli�er, l'onde incidente a �et�e initialis �ee avec des conditions ini-
tiales dont le support n'in tersectepas le cylindre.
Le probl�eme(2) peut se formuler comme un probl�emed'�evolution varia-
tionnel. On intro duit les espaces

(
H (rot ; 
) =

�
E 2 L 2(
) ; rotE 2 L 2(
)

	

V = f E 2 H (rot ; 
 e
a) ; (E ^ n) ^ n = 0g:

(3)

� a �etant r�eguli�ere, on peut donner un sens �a la trace des composantes
tangentielles de E sur � a dans l'espaceH � 1=2(rot ; �) (cf [9] pour plus de
pr�ecisions)et la condition sur � a a bien un sens.
Le probl�eme(2) ser�e�ecrit

8
>>><

>>>:

trouver E 2 C1(0; T ; L 2(
 e
a)) \ C0(0; T ; V) tel que

8 F 2 V;
d2

dt2

Z


 e
a

� 0EF dv +
Z


 e
a

1
� 0

rotE rotF dv = 0:

E(t = 0) = E 0 2 V , @t E(t = 0) = E 1 2 L 2(
 e
a):

(4)

On montre (cf. [5] par exemple) que ce probl�eme admet une solution
unique et que l' �energied�e�nie par

E =
1
2

Z


 e
a

� 0 j@t Ej2 dv +
1
2

Z


 e
a

1
� 0

jrotE j2 dv; (5)

est conserv�ee.
Dans cette formulation, on voit que la g�eom�etrie de l'obstacle ainsi que

la condition de conducteur parfait sont pris en compte �a traversl'espacede
r�esolution V. Si on utilise une m�ethode num�erique, type �el�ements �nis en
espaceet di� �erences�nies en temps, on doit tenir compte de la g�eom�etrie
�a travers le maillage de 
 e

a , cequi conduit �a utiliser desmailles tr �espetites
lorsque le �l a un rayon minuscule. Lorsqu'en plus on se rappelle que la
condition de stabilit �e restreint le pasde temps en fonction de la taille de la
maille, on convient que cette m�ethode est tr �esmal adapt�ee�a la structure
�laire.

2.2 M �etho de des domaines �ctifs. Deuxi �eme form u-
lation

Une autre formulation du probl�eme peut être construite qui consiste �a
formuler le probl�emesur tout l'espaceIR3. Pour cela,on d�e�nit le prolong�e
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de E par

~E(x) =
�

E(x) si x 2 
 e
a

0 si x 2 
 i
a ;

(6)

c'est-�a-dire que la solution du probl�eme (4) a �et�e prolong�ee par z�ero �a
l'in t�erieur du cylindre. Soulignons que la restriction de ~E �a 
 e

a (resp.

 i

a) est dans l'espace H (rot ; IR3). En e�et, on peut �ecrire au sensdes
distributions,

rot ~E = rot ~E j 
 e
a

+ rot ~E j 
 i
a

+ [ ~E ^ n]� a � � a ; (7)

o�u � � a d�esignela mesureport �eepar le cylindre et d�e�nie par

< � � a ; � > =
Z

� a

� =� a ds; (8)

et o�u [ ~E ^ n] est le saut de E ^ n �a travers � a qui est nul dans notre cas
puisque les traces ext�erieureset int�erieuressont nulles. On en d�eduit que
rot ~E = rot ~E j 
 e

a
+ rot ~E j 
 i

a
et qu'alors le champ ~E(x) ainsi construit est

bien dans l'espaceH (rot ; IR3).
De même,si E est dans V, on a

rot rot ~E = rot rot ~E j 
 e
a

+ rot rot ~E j 
 i
a

+ [rot ~E ^ n] � � a ; (9)

d'o�u on peut facilement d�eduire

� 0@tt ~E +
1
� 0

rot rot ~E =
1
� 0

[rot ~E ^ n]� � a : (10)

Le champ ~E est alors solution du probl�eme
8
>>>><

>>>>:

trouver (E ; ~� ) 2 H (rot ; IR3) � W tel que

� 0@tt E + 1
� 0

rot rotE = � @t~j � � a

(E ^ n) ^ n = 0 sur � a

E(t = 0) = E 0; @t E(t = 0) = E 1;

(11)

o�u W est l'espacedes sauts de [rot ~E ^ n] �a travers une surfacer�eguli�ere,
c'est �a dire l'espace H � 1

2 (div ; � a) et o�u la d�eriv�ee en temps @t~j �a �et�e
intro duite pour respecter lesd�e�nitions classiquesde la densit�e de courant.

On peut r�e�ecrire le probl�emesoussa forme variationnelle
8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

trouver E 2 C1(0; T ; H (rot ; IR3)) \ C0(0; T ; H (rot ; IR3)) ;

et @t~j 2 C0(0; T ; H � 1=2(div ; � a)) tels que

8 F 2 H (rot ; IR3); 8~� 2 H � 1=2(div ; � a)

d2

dt2

Z

IR3
� 0EF ds +

Z

IR3

1
� 0

rotE rotF ds = �
Z

� a

@t~j � n ^ (F ^ n) ds
Z

� a

~� � n ^ (E ^ n) ds = 0

E(t = 0) = E 0 2 V , @t E(t = 0) = E 1;
(12)

les deux int�egralesde surfacedevant être comprisesau sensde la dualit �e
entre l'espacedes courants H � 1=2(div ; � a) et l'espacedes traces tangen-
tielles sur � a desfonctions de H (rot ; IR3) soit H � 1=2(rot ; � a).
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Dans cette formulation, la condition �a la limite apparâ�t comme une
contrainte au probl�eme, l'inconnue @t~j pouvant s'interpr�eter comme un
multiplicateur de Lagrange associ�e �a cette contrain te. La g�eom�etrie de
l'obstacle est prise en compte maintenant par l'in term�ediaire de ce multi-
plicateur. C'est cette formulation qui sert de point de d�epart �a la m�ethode
des domaines�ctifs, [7], [4]. Toutefois, une discr�etisation brutale de (12)
ne r�esout en rien le probl�emede la petitessesuppos�eedu rayon du cylin-
dre. En e�et, le champ que l'on doit approcher poss�ede toujours une
singularit �e au voisinage du �l et sa prise en compte n�ecessitetoujours
un maillage �n en son voisinage. Pour rem�edier �a cet inconv�enient, on
se propose d'approcher ce probl�eme par un probl�eme plus r�egulier dont
les solutions sont proches(au moins lorsque le �l est mince) du probl�eme
original. C'est l'ob jet de la section 3.2 .

Remarque On peut être tent�e de passerdirectement �a la limite (c'est-
�a-dire faire tendre le rayon a du �l versz�ero) dans(12) puisquel'espacedes
fonctions ne d�ependplus du rayon. Toutefois,une di�cult �e majeure surgit
lors de cepassage�a la limite. En e�et ~�� � a tend au sensdesdistributions
vers M (~� ) � (x; y) o�u M (~� ) = a

R2�
0 ~�: ẑ d� , tandis que

R
� a

~� � n ^ (E ^

n) ds est asymptotiquement �equivalent �a
R1

�1 (E=r =0 � ẑ) M (~� ) dz lorsque
E � ẑ est su�sammen t r�egulier. Malheureusement on ne peut utiliser ces
approximations sans quitter l'espace H (rot ; IR3) dans lequel nous avons
formul�e le probl�eme. En e�et, la trace d'un champ arbitraire de l'espace
H (rot ; IR3) sur une ligne n'a pas de sens.C'est pr�ecis�ement ici que r�eside
toute la di�cult �e de la construction desmod�elesasymptotiques des�ls et
surtout de l'obtention desestimations d'erreurs.

2.3 Form ulation avec charge et couran t

Il est bien connu que l'on peut se d�ebarrasserde l'op�erateur compliqu�e
rot rot en intro duisant la chargeq port �eepar le conducteur. Pour cela,on
applique l'op�erateur divergence�a la premi�ere �equation du syst�eme (11).
En supposant les conditions initiales E1 de divergencenulle, on obtient

@t (� 0divE) = � div � a
~j � � a (13)

On en d�eduit que � 0div(E) est une mesureport �eepar le cylindre d�esque
E0 est de divergencenulle. On d�e�nit la charge q par

q � � a = � 0divE (14)

En rapprochant les �equations,on obtient la relation de continuit �e

@t q + div � a
~j = 0 (15)

Maintenant en utilisant la relation

rot rot = � ~� + grad div; (16)

on aboutit �a

1
c2

0
@tt E � ~� E = � � 0

�
@t j + c2

0grad� a
q
�

� � a �
1
� 0

q grad� � a (17)

o�u le gradient de � � a est �a prendre au sensdesdistributions

< grad � � a ; � > = �
Z

� a

grad� =� a ds: (18)
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Si l'on d�ecomposele champ �electrique en champs incident et di�ract �e

E = E d + E inc (19)

E inc v�eri�e Maxwell dans l'espacelibre avec (E 0; E 1) comme conditions
initiales tandis que E d v�eri�e

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

trouver E d(x; t); q(s; t) et ~j (s; t) tels que

1
c2

0
@tt E � ~� E = � � 0

�
@t~j + c2

0grad� a
q
�

� � a �
1
� 0

q grad� � a

@t q + div � a
~j = 0

(E d ^ n) ^ n = � (E inc ^ n) ^ n sur � a

E d(t = 0) = 0; @t E d(t = 0) = 0; q(t = 0) = 0; j (t = 0) = 0:
(20)

2.4 R�esolution dans un cas particulier

Nous nousproposonsici de r�esoudrele syst�eme(20) dansle casparticulier
o�u le champ incident est constant sur le pourtour du �l et port �e par l'axe
Oz. L'expression qui lie champ �electrique et courant dans ce cas nous
servira de point de d�epart pour la d�erivation de l'approximation quasi-
statique. On supposedonc que

((E inc ^ r̂ ) ^ r̂ )=r = a = E inc
z (a; z; t) ẑ (21)

Le syst�eme(20) �etant invariant par rotation autour de l'axe du cylindre,
il est facile de v�eri�er que la solution est de la forme

E d = E d
z (r; z; t) ẑ + E d

r (r; z; t) r̂ ;

~j = j z (z; t) ẑ; q = q(z; t)
(22)

et en projetant l' �equation qui gouverne le champ sur l'axe Oz, on obtient

1
c2

0
@2

tt E d
z � @2

zz E d
z �

1
r

@r (r@r E d
z ) = � � 0(@t j z + c2

0@z q) � (r � a) (23)

Cette �equation peut se r�esoudre�a l'aide de la transformation de Fourier-
Laplace en temps et de Fourier en z. Si � est une fonction de z; t, on
note

~� (! ; kz ) =
Z 1

0
dt

Z 1

�1
dz � (z; t) ei! t � ik z z (24)

L' �equation pour ~E d
z est

8
<

:
� 2 ~E d

z (r ) +
1
r

@r (r@r ( ~E d
z (r ))) = ~� � (r � a)

~� = � 0(� i! ~j z + ik zc2
0 ~q)

(25)

o�u on choisit de d�e�nir � via

� =
�

! 2

c2
0

� k2
z

� 1
2

; = (� ) > 0 sur = (! ) > 0 (26)
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Cette �equation di� �erentielle ordinaire ser�esout en
8
>>><

>>>:

~E d
z (r ) = � ~E inc

z (a)
H (1)

0 (� r )

H (1)
0 (� a)

r � a

~E d
z (r ) = � ~E inc

z (a)
J0(� r )
J0(� a)

r � a

(27)

Les fonction J0 et H (1)
0 = J0 + iY0 sont lesfonctions de Besselet de Hankel

d'ordre 0 [10]. Le choix H (1)
0 est fait car ~E d

z doit être born�ee lorsque
la partie imaginaire de ! tend vers plus l'in�ni (le choix e+ i! t dans la
transform�eede Fourier Laplace en temps impliquant cette propri �et�e).

On remarque que si la solution doit être continue �a la travers�eedu �l
en r = a (c'est n�ecessairecar sinon il existerait un terme en d�eriv�ee de
Dirac), il n'en est pas de mêmepour la d�eriv�eequi pr�esente un saut qui
est pr�ecis�ement reli�e �a �

@r ~E d
z (a+ ) � @r ~E d

z (a� ) = ~� (28)

D'o�u la relation

�̂ = �
~E inc

z (a)

H (1)
0 (� a)J0(� a)

�
� H (1)

0

0
(� a)J0(� a) � � H (1)

0 (� a)J 0
0(� a)

�
(29)

on reconnâ�t dans le terme entre parenth�esesle Wronskien des fonctions
de Bessel(cf. [6], formule 3.56 page64), d'o�u

�̂ =
1

2� a

~E inc
z (a)

i
4 H (1)

0 (� a)J0(� a)
(30)

En �eliminant le champ incident entre (27) et (30), on trouve une relation
directe entre le champ di�ract �e et le courant

~E d
z (r ) = � 2� aJ0(� a)

i
4

H (1)
0 (� r ) ~�; r > a (31)

de même,on a la relation

~E d
z (r ) + ~E inc

z (a) = 2� aJ0(� a)
�

i
4

H (1)
0 (� a) �

i
4

H (1)
0 (� r )

�
~�; r > a (32)

qui va nousservir de point de d�epart pour l'approximation quasi-statique.

3 Mo d�ele appro ch�e pour la structure �laire

Dans cette section, on donne le cheminement qui va nous permettre de
construire notre mod�eleapproch�e. Il ne s'agit pas ici d' être tr �esrigoureux
(par exemple,on ne donne ici pas d'estimations d'erreur) mais de donner
les id�eesqui sont �a la base de notre mod�ele. On donne n�eanmoins des
�el�ements pour l'analyse math�ematique du mod�ele approch�e.

3.1 Construction du mod�ele. Appro ximation quasi-
statique

Tous lesmod�elesde �ls sont classiquement construits en utilisant la même
hypoth�esede d�epart qui consiste�a n�egliger les variations du champ inci-
dent sur un petit disque centr �e autour du �l. En termes d'�equations cela
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se traduit par la substitution

�
(E inc ^ n) ^ n

�
=r = a

� !
1

2� a

Z 2�

0
E inc

z (a; � ; z)d� ẑ (33)

(remarquez que le champ incident port �e par le vecteur �̂ est pris �egal �a
0, la moyennede la projection sur ce vecteur d'un champ constant �etant
nulle).

Le champ di�ract �eapproch�eestalorsgouvern�epar le syst�emed'�equations
�etudi�e dans la section pr�ec�edente. On montre que le courant et la charge
sont des fonctions uniquement des variables z et t. Dans la suite, on
utilisera

I (z; t) = 2� a~j (z; t) � ẑ; Q(z; t) = 2� aq(z; t) (34)

I est le courant qui parcourt le �l, Q sa charge lin�eique. On a bien ŝur la
relation de continuit �e

@t Q + @z I = 0 (35)

et l' �equation gouvernant le champ �electrique total E = E inc + E d s'�ecrit

� 0@tt E +
1
� 0

rot rotE = � @t I (z; t)
� � a

2� a
(r ) ẑ; (36)

Le premier ingr�edient de notre mod�ele approch�e va consister �a r�egulariser
la mesureport �eepar � a , Comme

� � a

2� a
(r ) � � (x; y); a ! 0+ (37)

o�u x; y; z sont les coordonn�eescart�esiennes,on intro duit une approxima-
tion de la massede Dirac invariante par rotation

Z 1

0
� � (r )2� r dr = 1;

8' continue ;
Z

' (x; y)� � (
p

x2 + y2)dxdy ! ' (0); � ! 0+ :

� � (r ) = 0; r > r +
� > a

(38)

o�u r +
� est �egalement petit devant les longueurs d'ondes pr�esentes dans le

champ �electromagn�etique incident. L' �equation (36) est alors approch�ee
par

� 0@tt E +
1
� 0

rot rotE = � @t I (z; t) � � (r ) ẑ; (39)

Le deuxi�emeingr�edient va consister�a trouver une relation approch�eeliant
courant, charge et champ total E � ẑ valable dans un voisinagedu �l puis
de moyenner cette relation �a l'aide de � � .

Le point de d�epart est l' �equation (32). On utilise le d�eveloppement
limit �e

8
<

:

i
4

H (1)
0 (t) = �

1
2�

log t +
i
4

+
1

2�
log2 �



2�

+ O(t2 log t)

J0(t) = 1 + O(t2)
(40)

o�u 
 est la constante d'Euler. En n�egligeant les termesen O(� 2a2 log (� a))
et O(� 2r 2 log (� r )), on obtient

~E d
z (r ) +

1
2�

Z 2�

0

~E inc
z (a; � )d� � a log(

r
a

)~� ; r +
� > r > a; (41)
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o�u on rappelle que ~� est la transform�ee de Fourier-Laplace en temps et
de Fourier en z de � 0@t j z + 1

� 0
@zq. Cette relation peut ais�ement s'inverser

selon

E d
z (r; z; t) +

1
2�

Z 2�

0
E inc

z (a; � ; z; t)d� �
� 0

2�
log(

r
a

) (@t I (z; t) + c2
0@zQ(z; t))) ; r > a; r +

� > r > a:
(42)

En n�egligeant de nouveau les variations de E inc
z au voisinage du �l, on

trouve

Ez �
� 0

2�
log(

r
a

) (@t I (z; t) + c2
0@z Q(z; t))) ; r +

� > r > a: (43)

C'est l'approximation quasi-statique. On remarqueque cette relation im-
plique bien l'annulation de Ez en r = a. Elle dit de plus que le champ en
z secomporte approximativ ement commelog( r

a ) lorsque l'on s'�eloignede
l'axe du �l.

En utilisant � � (r ), on obtient par prise de moyenne(le champ total vrai
est nul �a l'in t�erieur du �l, r < a))

Z r +
�

0

�
1

2�

Z 2�

0
E � ẑ d�

�
� � (r )2� r dr � L � (@t I + c2

0@zQ): (44)

avec

L � =
� 0

2�

Z r +
�

a
log(

r
a

)� � (r )2� r dr: (45)

L � a la dimension d'une inductance lin�eique.
Nous avonsalors tous les �el�ements pour �ecrire notre mod�ele �laire. Le

probl�emeapproch�e est donn�e par
8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

trouver E � (x; y; z; t); I � (z; t); Q� (z; t) tels que

� 0@tt E � +
1
� 0

rot rotE � = � @t I � � � (r ) ẑ;

@t Q� + @z I � = 0
Z Z

E � � ẑ � � (r )r drd� = L � (@t I � + c2
0@z Q� ):

E � (t = 0) = E0; @t E � (t = 0) = E1; Q� (t = 0) = 0; I � (t = 0) = 0:
(46)

Ce syst�emed'�equationsest �a la basede notre mod�elede �l. La singularit �e
en r = a a �et�e r�egularis�eepar le biais de la fonction � � et le comportement
au voisinagedu �l du champ tangent est impos�e, au moins en moyenne,
commevariant �a la mani�ere d'un champ statique.

3.2 El �ements d'analyse du mod�ele appro ch�e

Le mod�ele que nous avons construit est loisible pour un �l d'extension
in�nie. Dans le cas d'un �l de longueur �nie 2`, on choisit de garder le
même syst�eme d'�equations auquel on adjoint les conditions aux limites
I (� `; t) = 0. Bien ŝur, ce mod�ele ne tient pas compte du comportement
particulier du champ aux voisinagedes pointes. Ceci constitue le point
faible des mod�eles �laires. Toutefois si la longueur du �l n'est pas trop
petite devant la longueur d'onde, l'approximation s'av�ere satisfaisante au
moins loin despointes.
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On peut donner di� �erentes formulations de ce mod�ele par exempleen
r�eintro duisant le champ magn�etique. A l' �equation du second ordre en
temps pour E � , on substitue deux �equationsdu premier ordre. On obtient

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

� 0@t E " � rotH � = � � � (r )I �

� 0@t H " + rotE � = 0

@t Q� + @z I � = 0
ZZ

E � � ẑ � � (r )r drd� = L � (@t I � + c2
0@zQ� ):

E � (t = 0) = E0; H � (t = 0) = H0; Q� (t = 0) = 0; I � (t = 0):

(47)

On peut �egalement �eliminer la charge et obtenir une syst�eme de 2
�equationsdu secondordre en temps coupl�ees.On a

8
>><

>>:

� 0@tt E � +
1
� 0

rot rotE � = � @t I � � � (r ) ẑ;

L � @2
tt I � � c2

0L � @2
zz I � =

ZZ
(� � (r )@t E � ẑ)r drd� ;

(48)

compl�et�e avec desconditions initiales en temps ad�equates.
Une propri �et�e int�eressante de cemod�eleest la conservation de l' �energie

8
>><

>>:

E� (t) =
Z

1
2

� 0j@t E � j2dv +
1

2� 0

Z
jrotE � j2dv

+
L �

2

Z + `

� `
j@t I � j2dz +

c2
0L �

2

Z + `

� `
j@z I � j2dz

(49)

Celle-ci s'obtient facilement en multiplian t la premi�ere �equation par @t E
et en int�egrant sur tout l'espacepuis en multiplian t la seconde�equation
par @t j et en int�egrant en z. En ajoutant les deux �equations, le terme
de couplagedisparâ�t et ne reste que la d�eriv�eeen temps de l' �energiequi
s'av�ere nulle.

La loi de conservation de l' �energieest importante car elle implique que
notre mod�ele �laire est bien pos�e d�es que L � est positif. L'unicit �e des
solutions est imm�ediate car le mod�ele est lin�eaire et la di� �erenceentre
deux solutions de mêmesconditions initiales �a une �energienulle en t = 0
et donc pour tout temps t > 0. De même l'existence de solutions fortes
ou faibles peut s'obtenir �a l'aide des techniques classiquesutilis �eespour
l' �equation des ondesordinaire dont les solutions v�eri�en t �egalement une
loi de conservation de l' �energie[5].

Signalonspour �nir que cecaract�erebien pos�e ne d�epend pas du choix
de la formulation (48). En e�et le syst�eme (47) conserve �egalement une
�energie�a savoir

8
>><

>>:

E� (t) =
1
2

Z
� 0jE � j2dv +

1
2

Z
� 0jH � j2dv

+
L �

2

Z + `

� `
I � 2dz +

c2
0L �

2

Z + `

� `
Q� 2dz

(50)

Cette �energieest tr �esparlante car elleest la sommedel' �energie�electromagn�etique
classiqueet d'une �energieport �eepar le �l. Bien ŝur, si l'on fait tendre �
vers 0, avec a �x �e, comme L � = 0 d�es que le support de � � est situ�e �a
l'in t�erieur du disque de rayon a, l' �energieclassiqueseconserve.

Un autre aspect int�eressant est d'analyser ce que devient le mod�ele
lorsquele champ incident est une ondeplane port �eepar Oz . C'est ceque
nous ferons dans la section 5.
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4 Discr �etisations du mo d�ele �laire

Dans cette section, nous proposonsdeux sch�emasnum�eriques adapt�es �a
notre mod�ele �laire. Tout deux reposent sur une semi-discr�etisation en es-
paceconstruite �a partir d'une formulation variationnelle que l'on approche
�a l'aide d'�el�ements �nis de N�edelec,[11]. Les deux sch�emasdi� �erent par
la strat �egie de discr�etisation en temps utilis �ee. Le premier sch�ema con-
duit, apr�es condensationde la masse,au sch�ema de Holland qui s'av�ere
être un casparticulier de notre formulation. Le secondsch�emaest un pe-
tit peu plus compliqu�e �a int�egrer mais a l'immense avantage d'être stable
sous la même condition qu'en absencede �l. Au �nal, tous cessch�emas
d�ependent de la donn�ee d'un op�erateur de \v aleur moyenne' sur le �l et
du param�etre d'inductance lin�eiquearti�cielle. Une analysepr�ecisedu cas
du �l horizontal attaqu�e par une onde polaris�ee�electriquement le long de
l'axe du �l montre quel'inductance arti�cielle doit être choisiepr�ecis�ement
si l'op�erateur de moyenneest donn�e.

La sectionsuit un plan tr �esclassique.On commencepar donner la for-
mulation variationnelle du mod�ele �laire, puis on d�ecrit les �el�ements �nis
retenuspour la semi-discr�etisation en espace.Chacundesdeux sch�emasen
temps est d�ecrit dans une section qui lui est d�evolue. L'analyse de la sta-
bilit �e du secondsch�emaest ensuiter�ealis�ee. En�n, le choix de l'inductance
lin�eique est discut�ee. Il s'appuie sur l'analyse du cas 2-D qui fera l'ob jet
de la section 5.

4.1 Form ulation variationnelle

On intro duit les espaces

H 1
0 (� `; `) =

�
' (z) 2 L 2(� `; `); @z ' (z) 2 L 2(� `; `); ' (� `) = 0

	

H (div; IR3) =
�

H 2 L 2(IR3); div(H ) 2 L 2(IR3)
	 (51)

et on construit la formulation faible du syst�eme(47) suivant

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

trouver (E � (t); H � (t)) 2 H (rot; IR3) � H (div; IR3)

(I � (t); Q� (t)) 2 H 1
0 (� `; `) � L 2(� `; `) tels que

(1) 8 E t 2 H (rot; IR3); � 0@t < E � ; E t > � a(H � ; E t ) + b� (E t ; I � ) = 0

(2) 8 H t 2 H (div; IR3); � 0@t < H � ; H t > + a(H t ; E � ) = 0

(3) 8 I t 2 H 1
0 (� `; `); b� (E � ; I t ) � L � @t (I � ; I t ) + L � c2

0d(Q� ; I t ) = 0

(4) 8 Qt 2 L 2(� `; `); @t (Q� ; Qt ) + d(Qt ; I � ) = 0
(52)

que l'on compl�ete avec desconditions initiales ad�equates. Dans cette for-
mulation le crochet < �; � > d�esignele produit scalaire L 2 usuel sur IR3,
(:; :) le produit scalaire L 2 sur le segment [� `; `] tandis que les formes
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bilin �eairesa; b� ; d sont d�e�nies par
8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

a(H ; E) =
ZZZ

IR3
r otE H dv

b� (E ; I ) =
Z `

� `

� ZZ

D �
� � (

q
(x � x f )2 + (y � yf )2)E � ẑdxdy

�
I (z)dz

d(Q; I ) =
Z `

� `
@z I Qdz;

(53)
D � d�esignant un petit disque contenant le support de l'approximation de
l'unit �e et o�u (x f ; yf ) sont les coordonn�eesdu �l que l'on r�eintro duit ici
pour plus de g�en�eralit �e.

4.2 Discr �etisation en espace

Le champ �electromagn�etique est recherch�e de mani�ere ind�ependante de la
g�eom�etrie du �l. Deux maillages ind�ependants sont choisis: un maillage
r�eguliercubiquepour le champ �electromagn�etique et un maillage de pashf

pour le �l o�u sont d�e�nis courant et charge. Le champ �electromagn�etique
est maill �e sur des cubes identiques et est approch�e par des �el�ements �nis
de plus bas de degr�e de N�edelec,[11], [12], [3]. On notera Eh (resp. H h )
l'espaced'approximation de H (rot,IR3) (resp. H (div,IR3)). Quant au �l, il
est maill �e en segments, le courant est approch�e par desfonctions lin�eaires
par morceaux tandis que la charge est constante sur chaque segment du
maillage. On note par la suite I h f et Qh f les espacesde fonctions ainsi
d�e�nies.

Les champs s'�ecrivent alors en tout point M

E �;h (M ; t) =
X

a

E �;h
a (t) �̂ h

a (M ); H �;h (M ; t) =
X

f

H �;h
f (t)  ̂ h

k (M ) (54)

Les fonctions �̂ h
a sont les fonctions de baseassoci�eesau degr�esde libert�e

correspondant �a unecirculation deh sur l'ar êtenum�eroa et 0 sur lesautres
arêtes. De même, les fonctions  ̂ h

f sont les fonctions de baseassoci�eesau
degr�esde libert�e correspondant �a un 
ux normal de h2 �a travers la facef
et 0 pour les autres faces.

On peut pr�eciserun peu plus. On distinguera lesarêtesorient�eesselon
x, y ou z. Si le maillage cubique est constitu�e desnoeuds(ih; j h; kh), les
arêtessont rep�er�eespar la coordonn�eede leur point milieu. Par exemple,
une arête en x sera associ�ee �a un point du type (i + 1

2 h; j h; kh). On est
donc amen�e �a distinguer trois familles de fonctions de base

a = arête selonx ! ~� h
a = ~� h

i + 1
2 ;j;k

a = arête selony ! ~� h
a = ~� h

i;j + 1
2 ;k

a = arête selonz ! ~� h
a = ~� h

i;j;k + 1
2
;

(55)

avec
~� h

i + 1
2 ;j;k =  h

i + 1
2
(x) � h

j (y) � h
k (z) x̂

~� h
i;j + 1

2 ;k =  h
j + 1

2
(y) � h

k (z) � h
i (x) ŷ

~� h
i;j;k + 1

2
=  h

k+ 1
2
(z) � h

i (x) � h
j (y) ẑ;

(56)
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o�u  h
m + 1

2
(s) est la fonction indicatrice du segment [mh; (m + 1)h] et � h

m (s)
est la fonction chapeau

� h
m (s) = �

�
�

@
@

@

-
s

.� � �
mh (m+ 1)h(m� 1)h

1

Chaque fonction de basea donc son support constitu�e par les quatre
cubesqui s'appuient sur l'ar ête associ�ee.

Pour lesfonctions debasedeH h , on distingue trois famillesdefonctions
de baseselon la nature de la normale �a la face qui leur est associ�ee. On
rep�ere chaque face par les coordonn�eesde son centre. A une face de nor-
male orient�eeselon� x̂ correspond un point du type (ih; (j + 1

2 )h; (k+ 1
2 )h).

Les fonctions de basessont alors

f = faceselonx ! ~ h
f = ~ h

i;j + 1
2 ;k + 1

2

f = faceselony ! ~ h
f = ~ h

i + 1
2 ;j;k + 1

2

f = faceselonz ! ~ h
f = ~ h

i + 1
2 ;j + 1

2 ;k :

(57)

avec
~ h

i;j + 1
2 ;k + 1

2
= � h

i (x) h
j + 1

2
(y)  h

k+ 1
2
(z) x̂

~ h
i + 1

2 ;j;k + 1
2

= � h
j (y) h

k+ 1
2
(z)  h

i + 1
2
(x) ŷ

~ h
i + 1

2 ;j + 1
2 ;k = � h

k (z) h
i + 1

2
(x)  h

j + 1
2
(y) ẑ

(58)

Chaque fonction de base �a cette fois-ci son support constitu�e des deux
cubesqui s'appuient sur la face associ�ee.

Finalement, les solutions recherch�eesseront de la forme

E �;h (t) =
X

i;j;k

E x
i + 1

2 ;j;k (t)�̂ h
i + 1

2 ;j;k + E y
i;j + 1

2 ;k
(t)�̂ h

i;j + 1
2 ;k

+ E z
i;j;k + 1

2
(t)�̂ h

i;j;k + 1
2

H �;h (t) =
X

i;j;k

H x
i;j + 1

2 ;k + 1
2
(t) ̂ h

i;j + 1
2 ;k + 1

2
+ H y

i + 1
2 ;j;k + 1

2
(t) ̂ h

i + 1
2 ;j;k + 1

2

+ H z
i + 1

2 ;j + 1
2 ;k (t) ̂ h

i + 1
2 ;j + 1

2 ;k

(59)
On remarqueraque lescomposantes du champ �electromagn�etique sont ex-
actement cellesqui sont utilis �eespour construire le sch�emaaux di� �erences
�nies de Yee, [14]. On sera amen�e �a faire le lien avec ce sch�ema dans la
suite.

Le courant et la charge sont approch�espar

I �;h f (z; t) =
N noX

` =1

I �;h f

` (t) ' h f

` (z); Q�;h f (z; t) =
N segX

s=1

Q�;h f
s (t)  h f

s (z); (60)

o�u Nseg est le nombre de segments port �espar le �l, et Nno est le nombre de
noeudsinternes du maillage (internes car on doit imposer l'annulation du
courant aux extr�emit�es). L'indice sup�erieur hf repr�esente symboliquement
le maillage du �l. Mais celui-ci n'est pas forc�ement r�egulier. Les fonction
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' h f

` sont les fonctions chapeaux (fonctions lin�eairesvalant 1 sur le noeud
` et 0 sur les autres tandis que les  h f

s d�esignent les fonctions indicatrices
de chaquesegment.

Le probl�emesemi-discr�etis�e s'obtient en substituant dans la formula-
tion variationnelle les espacesde fonctions discr�etes �a leurs �equivalents
continus. Il s'�ecrit
8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

trouver (E �;h (t); H �;h (t)) 2 Eh � H h

(I �;h f (t); Q�;h f (t)) 2 I h f � Qh f tels que

(1) 8 E t 2 Eh ; � 0@t < E �;h ; E t > � a(H �;h ; E t ) + b� (E t ; I �;h f ) = 0

(2) 8 H t 2 H h ; � 0@t < H �;h ; H t > + a(H t ; E �;h ) = 0

(3) 8 I t 2 I h f ; b� (E �;h ; I t ) � L � @t (I �;h ; I t ) + L � c2
0d(Q�;h f ; I t ) = 0

(4) 8 Qt 2 Qh f ; @t (Q�;h f ; Qt ) + d(Qt ; I �;h f ) = 0
(61)

En regroupant pour chaque temps t les valeurs des fonctions inconnues
en chaque degr�e de libert�e dans un mêmevecteur, on obtient un syst�eme
d'�equationsdi� �erentielles ordinaires de la forme

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

� 0M h
E

dE �;h
�

dt
+ Ah H �;h

� + (B h;h f
� )?I �;h f

� = 0

� 0M h
H

dH �;h
�

dt
� (Ah )?E �;h

� = 0

B h;h f
� E �;h

� � L � M
h f

I
dI �;h f

�

dt
+ L � c2

0D h f Q�;h f
� = 0

M h f

Q
dQ�;h f

�

dt
+ (D h f )?I �;h f

� = 0

(62)

o�u on peut reconnâ�tre, les matrices de massede type M qqchose qui cor-
respondent au produit scalaire L 2 usuel, les matrices de rigidit �e Ah et
D h ainsi que leur transpos�ee(not�eeavec le symbole ?) qui renvoient aux
valeurs des formes bilin �eairesa et d sur un couple de fonctions de base,
et en�n la matrice de couplageB h;h f

� et son adjoint qui correspond �a la
forme b� .

L'avantage de la discr�etisation du champ �electromagn�etique sur un
maillage r�egulier de pash est de pouvoir utiliser la technique de condensa-
tion de masse.Celle-ci consiste�a userd'une formule de quadrature, exacte
pour toute fonction lin�eaire, dont les points d'appuis co•�ncident avec les
degr�es de libert�e pour �evaluer les int�egralesintervenant dans les expres-
sionsdescoe�cien ts matriciels. On montre quecette mani�ered'approcher
les int�egralesne fait pas perdre de pr�ecision (le sch�ema reste d'ordre 2).
Cette m�ethode permet d'obtenir desmatrices de massediagonales

M E = h3I d; M H = h3I d (63)

Pour être plus pr�ecis, si l'on consid�ere par exemple la ligne de M E

correspondant �a l'ar ête i + 1
2 ; j; k, utilisant les expressions(56) on trouve

(M E
~� h

i + 1
2 ;j;k ; ~� h

i 0+ 1
2 ;j 0;k 0) = � i 0

i � j 0

j � k 0

k

(M E
~� h

i + 1
2 ;j;k ; ~� h

i 0;j 0+ 1
2 ;k 0) = 0

(M E
~� h

i + 1
2 ;j;k ; ~� h

i 0;j 0;k 0+ 1
2
) = 0

(64)
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avec

� m 0

m =
Z

 h
m + 1

2
(s) h

m 0+ 1
2
(s)ds = h� m 0

m

� m 0

m =
Z

� h
m (s)� h

m 0(s)ds =
X

k

Z (k+1) h

kh
� h

m (s)� h
m 0(s)ds

(65)

o�u � m 0

m vaut 1 si m = m0 et 0 sinon.
Le terme � m 0

m est toujours nul sauf si jm0 � mj � 1 auquel cas

� m
m =

2
3

h; � m � 1
m =

1
6

h: (66)

Si l'on en reste l�a, la matrice de masseM E n'est pas diagonalepuisqu'elle
couplelesnoeudsdu plan ih aux noeudsdesplans voisinsimm�ediats. Mais
si l'on substitue au calcul exact de l'in t�egralela formule de quadrature

Z (k+1) h

kh
f (s)ds !

h
2

(f ((k + 1)h) + f (kh)) (67)

on trouve

� m 0

m = h� m 0

m ; et (M E
~� h

i + 1
2 ;j;k ; ~� h

i 0+ 1
2 ;j 0;k 0) = h3� i 0

i � j 0

j � k 0

k (68)

En proc�edant de même avec les autres fonctions de base,on montre que
M E et M H deviennent desmatrices diagonalesgrâce�a la condensation.

De la mêmefa�con, la matrice Ah va devenir beaucoupplus creuse.Par
exemple,partant desexpressions(56), on a

rot ~� i + 1
2 ;j;k =  i + 1

2
(x)� j (y)(  k � 1

2
(z) �  k+ 1

2
(z)) ŷ

�  i + 1
2
(x)� k (z)(  j � 1

2
(y) �  j + 1

2
(y)) ẑ

(69)

(la d�eriv�eed'une fonction chapeau est la di� �erencede deux fonctions in-
dicatrices). D'o�u les expressions

(Ah ~� h
i + 1

2 ;j;k ; ~ h
i 0;j 0+ 1

2 ;k 0+ 1
2
) = 0

(Ah ~� h
i + 1

2 ;j;k ; ~ h
i 0+ 1

2 ;j 0;k 0+ 1
2
) = � 1

h � i 0

i � j 0

j (� k 0

k+1 � � k 0

k )

(Ah ~� h
i + 1

2 ;j;k ; ~� h
i 0+ 1

2 ;j 0+ 1
2 ;k 0) = 1

h � i 0

i � k 0

k (� j 0

j +1 � � j 0

j )

(70)

L�a encorela substitution (67) est utilis �eequi permet d'�ecrire � m 0

m = � m 0

m =
h� m 0

m . Finalement l'ar ête i + 1
2 ; j; k n'est coupl�eepar Ah qu'aux quatre faces

qui la contient. Apr �estout calcul on trouve

Ah = h3(
1
h

IR); (71)

avec, si E est d�ecompos�e suivant (59)

(
1
h

IRE)x
i;j + 1

2 ;k + 1
2

=
1
h

(E z
i;j +1 ;k + 1

2
� E z

i;j;k + 1
2
)

�
1
h

(E y
i;j + 1

2 ;k +1
� E y

i;j + 1
2 ;k

)
(72)

(
1
h

IRE)y
i + 1

2 ;j;k + 1
2

=
1
h

(E x
i + 1

2 ;j;k +1 � E x
i + 1

2 ;j;k )

�
1
h

(E z
i +1 ;j;k + 1

2
� E z

i;j;k + 1
2
)

(73)
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(
1
h

IRE)z
i + 1

2 ;j + 1
2 ;k =

1
h

(E y
i +1 ;j + 1

2 ;k
� E y

i;j + 1
2 ;k

)

�
1
h

(E x
i + 1

2 ;j +1 ;k � E x
i + 1

2 ;j;k )
(74)

On reconnâ�t le rotationnel discret qui est utilis �e dans le sch�ema de
Yeeclassique(cf [14]): le sch�emavariationnel aveccondensationde masse
sur grille r�eguli�ere s'av�ere co•�ncider avec ce sch�ema aux di� �erences�nies.
Cette remarque est importante car elle permet de coupler des techniques
type di� �erences�nies avec d'autres adapt�eesaux �el�ements �nis.

Pour le �l, on utilisera �egalement la formule d'in t�egration num�erique
(67) pour le calcul de M h f

I , cette matrice devenant alors diagonale. Si on
supposele �l discr�etis�e en segments de longueur constante, on a même

M h f

I = M h f

Q = hf I d; (75)

la matrice M h f

Q �etant toujours diagonale. Pour �nir, on a la formule

D h f = � hf (
1

hf
ID); (76)

o�u ID est l'op�erateur de di� �erences�nies (IDQ) ` = Qs+ ( ` ) � Qs� ( ` ) , o�u
s+ (`) et s� (`) sont les deux segments ayant le noeud ` commeextr�emit�e.
De même ID? est l'op�erateur (ID?I )k = I ` � (s) � I ` + (s) o�u ` � (s) sont les
deux noeuds d�e�nissant le segment s avec des I ` nuls aux extr�emit�esdu
�l.

Le syst�eme(62) �etant une approximation interne du probl�emecontinu
(m�ethode de Galerkin), le passagedu continu au semi-discreten espacese
fait enconservant la propri �et�edeconservation del' �energiedont l'expression
est

8
>>><

>>>:

E�
h;h f

(t) =
� 0

2
h3

X

a

jE �;h
a j2(t) + +

� 0

2
h3

X

f

jH �;h
f j2(t)

+
L �

2
hf

X

`

(I �;h f

` )2(t) +
c2

0L �

2
hf

X

s

jQ�;h f
s j2(t)

(77)

On a ainsi
E�

h;h f
(t) = E�

h;h f
(0); 8t � 0: (78)

Cette �egalit�e peut se d�eriver directement. en sommant les �equations
obtenues par produit scalaire des 4 �equations du syst�eme (62) par un
vecteur bien choisi (celui dont la d�eriv�ee en temps apparâ�t). Tous les
termes faisant intervenir les matrices Ah , B h;h f

� et D h f disparaissent et
ne reste que la d�eriv�eede l' �energiedont l'expression est donn�eeci-dessus
lorsque la condensationde masseest e�ectu �ee.

4.3 Premi �ere discr �etisation en temps. Lien avec le
mod�ele de Holland

On pr�esente ici une premi�ere fa�con de discr�etiser l' �equation en temps.

4.3.1 Description du sch�ema

Si � t est le pas de temps, on choisit de discr�etiser
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� E �;h
� et Q�;h f

� aux pas de temps n

� H �;h
� et I �;h f

� aux pas de temps n + 1
2 ,

et on construit le sch�emaen approchant les d�eriv�eesen temps de mani�ere
centr �eesuivant

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� 0M h
E

(E �;h
� )n +1 � (E �;h

� )n

� t
+ Ah (H �;h

� )n + 1
2

+( B h;h f
� )?(I �;h f

� )n + 1
2 = 0

� 0M h
H

(H �;h
� )n + 1

2 � (H �;h
� )n � 1

2

� t
� (Ah )?(E �;h

� )n = 0

B h;h f
� (E �;h

� )n � L � M
h f

I
(I �;h f

� )n + 1
2 � (I �;h f

� )n � 1
2

� t
+ L � c2

0D h f (Q�;h f
� )n = 0

M h f

Q
(Q�;h f

� )n +1 � (Q�;h f
� )n

� t
+ (D h f )?(I �;h f

� )n + 1
2 = 0

(79)

ou encore,plus simplement
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� 0
(E �;h

� )n +1 � (E �;h
� )n

� t
+

1
h

IR(H �;h
� )n + 1

2

+
1
h3 (B h;h f

� )?(I �;h f
� )n + 1

2 = 0

� 0
(H �;h

� )n + 1
2 � (H �;h

� )n � 1
2

� t
�

1
h

IR?(E �;h
� )n = 0

1
hf

B h;h f
� (E �;h

� )n � L �
(I �;h f

� )n + 1
2 � (I �;h f

� )n � 1
2

� t

� L � c2
0

1
hf

ID(Q�;h f
� )n = 0

(Q�;h f
� )n +1 � (Q�;h f

� )n

� t
�

1
hf

ID?(I �;h f
� )n + 1

2 = 0

(80)

Cet algorithme pr�esente l'avantage d'être explicite, chaque inconnue se
calculant par r�ecurrenceen appliquant une simple formule.

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(1) (H �;h
� )n + 1

2 = (H �;h
� )n � 1

2 �
� t
h� 0

IR?E n
h

(2) E n +1
f dtd = (E �;h

� )n �
� t
� 0h

IR(H �;h
� )n +1 =2

(3) (I �;h f
� )n + 1

2 = (I �;h f
� )n � 1

2 +
� t
L �

1
hf

IBh;h f
� (E �;h

� )n

�
� t
hf

c2
0ID(Q�;h f

� )n

(4) (E �;h
� )n +1 = E n +1

f dtd �
� t

� 0h3 IBh;h f ?
� (I �;h f

� )n +1 =2

(5) (Q�;h f
� )n +1 = (Q�;h f

� )n +
� t
hf

ID?(I �;h f
� )n +1 =2

(81)

Le sch�emaapparâ�t ainsi commeune perturbation du sch�ema de Yee.
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4.3.2 O�u l'on retrouv e (presque) le sch�ema de Holland

Pour aller plus avant, nous allons expliciter la matrice de couplage. Pour
notre �l vertical, on a

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

�
IBh;h f

�

� `

i + 1
2 ;j;k

= 0

�
IBh;h f

�

� `

i;j + 1
2 ;k

= 0

�
IBh;h f

�

� `

i;j;k + 1
2

=
�
� h;h f

� `

k+ 1
2

�
B �;h � i;j

;

(82)

avec

�
� h;h f

� `

k+ 1
2

=
Z

 h
k+ 1

2
(z)� h f

` (z) dz

�
B �;h � i;j

=
ZZ

D �
� � (

q
(x � x f )2 + (y � yf )2) � h

i (x)� h
j (y) dxdy;

(83)

o�u on rappelle que la fonction  h
k+ 1

2
est la fonction indicatrice du segment

[kh; kh + h] et les fonctions � h f , � h
j sont les fonctions chapeaux.

La forme lin�eaire
�
B �;h

� i;j
peut s'interpr�eter comme un op�erateur de

valeur moyennesur la section du �l. Elle v�eri�e
X

i;j

�
B �;h � i;j

= 1 (84)

Son adjoint permet d'�eclater la valeur d'un courant sur la grille de calcul
volumique.

Supposonsle �l vertical et maill �e avecun pashf = h, lesabscissesen z
desnoeudsdu maillage �laire situ�ees�a mi-hauteur descubesdu maillage
volumique (z` = (` + 1

2 )h). Un calcul simple montre que (� k
` vaut 1 si

` = k et 0 sinon),

�
IBh;h f

�

� `

i;j;k + 1
2

= hf

�
1
2

� `
k +

1
4

� ` +1
k +

1
4

� ` � 1
k

�
�
B �;h � i;j

; (85)

Revenons�a pr�esent au sch�ema (80), si l'on se r�ef�ere �a [8], on remar-
que que ce sch�ema est exactement le sch�ema propos�e par Holland aux
substitutions

8
>><

>>:

L � ! L holl
�
B �;h

� i;j
! B i;j

holl
�

1
2 � `

k + 1
4 � ` +1

k + 1
4 � ` � 1

k

�
! � k

`

(86)

pr�es,o�u B holl est la forme lin�eaire

(B holl ) i;j == � h
i (x f )� h

j (yf ): (87)

B holl est �egalement un op�erateur de type valeur sur la section du �l. Elle
utilise au plus 4 points du maillage du plan transverse: par exemple si
0 � x f ; yf � h, n'in terviennent que les i; j �egaux �a 0 et 1.
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Maintenant �etant donn�esB holl et L holl , il est toujour possiblede trou-
ver une in�nit �e de fonctions � � telles que B holl et L holl co•�ncident avecB h

�
et L � . Ainsi notre sch�ema ne di� �ere de celui de Holland que par la con-
densation de la mol�ecule( 1

4 ; 1
2 ; 1

4 ) en z. Notons que cette condensationne
correspond pas �a une formule de quadrature. Pour retrouver exactement
le sch�ema de Holland, il faudrait approcher le courant par des fonctions
constantes par morceaux et utiliser une approche di� �erences�nies varia-
tionnelles. Toutefois, on notera que les sch�emassont identiques pour les
ondesind�ependantes de z di�ractan t sur un �l in�ni.

L'avantage de ce nouveau sch�ema, comme de celui de Holland, r�eside
dans la simplicit �e de sa mise en oeuvre. Toutefois, il est tr �es di�cile
d'obtenir des garanties quant �a sa stabilit �e. L' �etude exp�erimentale de la
stabilit �e du sch�ema de Holland, telle que d�ecrite dans [13], montre que la
condition de stabilit �e du sch�ema d�epend du rayon du �l a. Plus le rayon
est gros, plus le pas de temps (rapport �e au pas d'espace)doit être choisi
petit. C'est ce que l'on retrouvera dans le cas 2D de la section suivante
(cf. condition (164)). Si l'on sesouvient que le sch�emade Yeeest d'autant
plus pr�ecis que le pas de temps est proche de la CFL (c0� t = hp

3
), on

convient que ce sch�ema peut être mal adapt�e aux �ls �epais.

4.4 Seconde discr �etisation en temps

Dans cette section, on proposeun autre sch�ema de discr�etisation qui va
s'av�erer stable sousla condition CFL d�esque L � est positif et que hf est
plus grand que hp

3
, le prix �a payer �etant la r�esolution �a chaque pas de

temps d'un petit syst�emelin�eaire.

4.4.1 Description du sch�ema

� t est toujours le pas de temps, on choisit de discr�etiser

� E �;h
� et I �;h f

� aux pas de temps n

� H �;h
� et Q�;h f

� aux pas de temps n + 1
2 ,

et on construit le sch�emaen approchant les d�eriv�eesen temps de mani�ere
centr �eesuivant

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� 0M h
E

(E �;h
� )n +1 � (E �;h

� )n

� t
+ Ah (H �;h

� )n + 1
2

+( B h;h f
� )?(

1
2

(I �;h f
� )n +1 +

1
2

(I �;h f
� )n ) = 0

� 0M h
H

(H �;h
� )n + 1

2 � (H �;h
� )n � 1

2

� t
� (Ah )?(E �;h

� )n = 0

B h;h f
� (

1
2

(E �;h
� )n +1 +

1
2

(E �;h
� )n ) � L � M

h f

I
(I �;h f

� )n +1 � (I �;h f
� )n

� t
+ L � c2

0D h f (Q�;h f
� )n + 1

2 = 0

M h f

Q
(Q�;h f

� )n + 1
2 � (Q�;h f

� )n � 1
2

� t
+ (D h f )?(I �;h f

� )n = 0

(88)
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ou encore,en utilisant les expressionsdesmatrices de massediagonale
8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� 0
(E �;h

� )n +1 � (E �;h
� )n

� t
+

1
h

IR(H �;h
� )n + 1

2

+
1
h3 (B h;h f

� )?(
1
2

(I �;h f
� )n +1 +

1
2

(I �;h f
� )n ) = 0

� 0
(H �;h

� )n + 1
2 � (H �;h

� )n � 1
2

� t
�

1
h

IR?(E �;h
� )n = 0

1
hf

B h;h f
� (

1
2

(E �;h
� )n +1 +

1
2

(E �;h
� )n ) � L �

(I �;h f
� )n +1 � (I �;h f

� )n

� t

� L �
c2

0

hf
ID(Q�;h f

� )n + 1
2 = 0

(Q�;h f
� )n + 1

2 � (Q�;h f
� )n � 1

2

� t
�

1
hf

ID?(I �;h f
� )n = 0

(89)
Le sch�ema est tr �essimilaire au pr�ec�edent, �a ceci pr�esque l'on a substitu�e
des moyennespond�er�eesentre deux instants pour le courant et le champ
�electrique a�n de conserver le caract�ere centr �e des�equations.

4.4.2 Algorithme de r �esolution

La r�esolution de ce sch�ema est un peu plus complexe que dans le cas
pr�ec�edent, car on va avoir un syst�emelin�eaire �a r�esoudre�a chaquepas de
temps pour �evaluer le courant qui parcourt le �l.

Lesdeux premi�eres�etapesconsistent �a actualiser le champ magn�etique
et la charge de mani�ere explicite

8
>><

>>:

(1) (H �;h
� )n + 1

2 = (H �;h
� )n � 1

2 �
� t
h� 0

IR?E n
h

(2) (Q�;h f
� )n + 1

2 = (Q�;h f
� )n � 1

2 +
� t
hf

ID?(I �;h f
� )n

(90)

Pour r�esoudrele sch�emaen courant et champ �electriqueon peut intro duire
les deux inconnuesauxiliaires

� n =
� t

� 0h3 B h;h f ?
� (I �;h f

� )n ; � n =
1

hf
B h;h f (E �;h

� )n (91)

La variable � n permet de commencer�a r�esoudrele probl�eme en champ
�electrique via

8
>><

>>:

(3) E n +1
f dtd = (E �;h

� )n �
� t
� 0h

IR(H �;h
� )n +1 =2

(4) ~E n +1 = E n +1
f dtd �

1
2

� n

(92)

L' �etape (3) correspond au sch�ema de Yee classique,l' �etape (4) prend en
compte le courant relatif �a l'instan t n.

Ensuite, on commencela r�esolution de l' �equation

1
2

(� n + � n +1 ) � L �
(I �;h f

� )n +1 � (I �;h f
� )n

� t
�

L � c2
0

hf
ID(Q�;h f

� )n + 1
2 = 0 (93)
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en calculant

(5) ~� n +1 = � � n � 2
L �

� t
(I �;h f

� )n + 2
L � c2

0

hf
ID(Q�;h f

� )n + 1
2 (94)

Appliquons l'op�erateur B h;h f
� �a l' �equation en E, on obtient

� 0
hf � n +1 � B h;h f

� ~E n +1

� t
+

1
2h3 B h;h f

� B h;h f ?
� (I �;h f

� )n +1 = 0; (95)

parall�element (94) et (93) permettent d'�ecrire

1
2

(� n +1 � ~� n +1 ) �
L �

� t
(I �;h f

� )n +1 = 0 (96)

En inversant le syst�emeform�e par (95) et (96), on d�eduit les deux �etapes
suivantes

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

(6) (I �;h f
� )n +1 =

�
I d +

� t2

4� 0L � hf h3 B h;h f
� B h;h f ?

�

� � 1

F

avec F =
� t

2hf L �

�
B h;h f

� ~E n +1 � hf ~� n +1
�

(7) � n +1 = ~� n +1 +
2L �

� t
(I �;h f

� )n +1

(97)

Les deux derni�eres�etapessont faciles
8
>><

>>:

(8) � n +1 =
� t

h3� 0
B h;h f ?

� (I �;h f
� )n +1

(9) (E �;h
� )n +1 = ~E n +1 �

1
2

� n +1

(98)

Si l'on regardelesdi� �erentes�etapesde l'algorithme, on voit que tout se
ram�ene�a desformulesexplicites, hormis l'in versiondu syst�emequi permet
d'obtenir le courant �a l' �etape (6).

Cette inversion repr�esente un coût marginal car la matrice du syst�eme
est sym�etrique creuseet de petite taille �egale au nombre de noeuds du
maillage �laire. Elle est donn�eepar

8
>>><

>>>:

C`;` 0 = � ` 0

` + C0

X

k

�
� h;h f

� `

k+ 1
2

�
� h;h f

� ` 0

k+ 1
2

C0 =
� t2

4� 0L � h3hf

X

i;j

�
(B �;h ) i;j � 2

(99)

o�u la matrice de couplage� h;h f est donn�eedans(83). Supposonsle pashf

plus grand que le pas du maillage volumique h, pour un k �x �e, l'in tervalle
[kh; kh + h] n'in tersecte alors qu'au plus deux supports de fonctions de
basedu courant et la matrice C est tridiagonale.

Du point de vue des donn�ees,cet algorithme n�ecessitetout d'abord
deux vecteurs pour le champ �electromagn�etique. les �etapes (3), (4) et
(9) de l'algorithme permettant d'actualiser le vecteur champ �electrique en
n'utilisan t qu'un seul tableau. De plus on utilisera, un vecteur pour la
charge, un autre pour le courant, un troisi �eme pour les � n

a (qui est un
champ localis�e sur les degr�esde libert�esvoisin du �l) et en�n un dernier
pour � n

` qui est la moyennedu champ �electrique vu du noeud ` sur le �l.
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4.4.3 Stabilit �e

Nousallonsdansceparagraphed�emontrer quele sch�emapropos�eeststable
sousles mêmesconditions qu'en absencede �l. La d�emonstration repose
sur une loi de conservation d'�energiediscr�ete.

La conserv ation de l' �energie et ses cons�equences

D�e�nissons,
8
>>><

>>>:

(E�
h;h f ;� t )

n =
� 0

2
h3

X

a

j(E �;h
a )n j2 +

� 0

2
h3

X

f

(H �;h
f )n � 1

2 � (H �;h
f )n + 1

2

+
L �

2
hf

X

`

(( I �;h f

` )n )2 +
c2

0L �

2
hf

X

s

(Q�;h f
s )n + 1

2 (Q�;h f
s )n � 1

2

(100)
On va montrer que toute solution du sch�ema(88) v�eri�e

(E�
h;h f ;� t )

n = (E�
h;h f ;� t )

0; 8n (101)

Admettons pour le moment ce r�esultat et montrons qu'il implique la sta-
bilit �e sousles deux conditions

c0� t
h

<
1

p
3

;
c0� t
hf

< 1: (102)

Pour cela, on remarque que le terme en (H �;h
f )n � 1

2 de l' �energiepeut se
r�e�ecrire

2En
H = � 0h3

X

f

(H �;h
f )n � 1

2 � (H �;h
f )n + 1

2 =

� 0h3 1
4

X

f

� �
�
�(H �;h

f )n � 1
2 + (H �;h

f )n + 1
2

�
�
�
2

�
�
�
�(H �;h

f )n � 1
2 � (H �;h

f )n + 1
2

�
�
�
2
�

(103)
soit, en utilisant la deuxi�eme�equation de (88)

2En
H = � 0h3

X

f

1
4

�
�
�(H �;h

f )n � 1
2 + (H �;h

f )n + 1
2

�
�
�
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�
c2

0� t2

4h2 h3� 0

X

f

�
�
�
�
�

X

a

IRf ;a (E �;h
a )n

�
�
�
�
�

2 (104)

Un calcul assezlong et p�enible que nousne d�etaillerons pas ici montre que

X

f

�
�
�
�
�

X

a

IRf ;a (E �;h
a )n

�
�
�
�
�

2

� 12
X

a

�
�(E �;h

a )n
�
�2

(105)

d'o�u la minoration de l' �energieen H

2En
H � � 0h3

X

f

1
4

�
�
�(H �;h

f )n � 1
2 + (H �;h

f )n + 1
2

�
�
�
2

�
3c2

0� t2

h2 h3� 0

X

a

�
�(E �;h

a )n
�
�2

(106)
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La conservation de l' �energiediscr�ete implique alors que

h3� 0

X

f

�
�
�
�
1
2

(H �;h
f )n � 1

2 +
1
2

(H �;h
f )n + 1

2
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�
�
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� (2E�
h;h f ;� t )

0

h3� 0

X

f

�
�(E �;h

a )n
�
�2

� (1 �
3c2

0� t2

h2 )� 1 (2E�
h;h f ;� t )

0
(107)

d�esque c0 � t
h est plus petit que 1p

3
.

De la mêmefa�con, l' �energiepour la charge ser�e�ecrit

2En
Q = L � c2

0hf

X

s

(Q�;h f
s )n � 1

2 (Q�;h f
s )n + 1

2

= L � c2
0

hf
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� �
(Q�;h f

s )n � 1
2 + (Q�;h f

s )n + 1
2

� 2

�
�

(Q�;h f
s )n � 1

2 � (Q�;h f
s )n + 1

2

� 2
�

(108)

soit, en utilisant la derni�ere �equation de (88)
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1
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X

`

IDs;` (I �;h f

` )n

! 2 (109)

Pour un noeud ` �x �e, il n'y a que 2 coe�cien ts ID`;s non nuls, �egaux�a � 1.
On en d�eduit l'in �egalit�e
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(110)

d'o�u la minoration de l' �energieen Q

2En
Q � L � c2

0hf
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s

1
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(Q�;h f
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2 + (Q�;h f
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La conservation de l' �energiediscr�ete implique alors que

L � c2
0hf

X

s

�
1
2

(Q�;h f
s )n � 1

2 +
1
2

(Q�;h f
s )n + 1

2

� 2

� (2E�
h;h f ;� t )

0

L � hf

X
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` )n
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� (1 �
c2

0� 2t
h2

f
)� 1 (2E�

h;h f ;� t )
0

(112)

d�esque c0 � t
h f

est plus petit que 1. Les estimations (107) et (112) montrent

que sousles conditions (102), on a un contr ôle de la norme L 2 discr�ete du
champ �electrique et du courant d'une part et de la moyenne entre deux
instants du champ magn�etique et de la charge d'autre part. C'est un
r�esultat de stabilit �e.
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O�u on mon tre la conserv ation de l' �energie discr �ete

Reste�a montrer l'in varianceen n de l' �energietelle que proclam�eedans
(101). En fait cette �egalit�e s'obtient tr �es simplement via les �etapes suiv-
antes

� On multiplie scalairement la premi�ere�equationde(88) par la moyenne
de E �;h entre deux instants , on trouve

� 0h3
X

a

(E �;h
a )n +1 � (E �;h

a )n

� t
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(E �;h
a )n +1 + (E �;h

a )n

2

+ h3
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0
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` )n +1 + (I �;h f

` )n ) �
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a )n +1 + (E �;h
a )n

4

(113)

� On fait la di� �erencedes�equations en H �a deux instants successifs

� 0
(H �;h
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2 � (H �;h

� )n � 1
2

2� t
�
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2
= 0 (114)

On multiplie scalairement cette �equation par (H �;h
� )n � 3

2 , il vient
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(115)

� On multiplie la troisi �eme�equation de (88) par la moyenneentre deux
instants du courant �electrique, on obtient
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(116)

� en�n on �ecrit les deux derni�eres�equationsdu syst�eme(88) et on fait
la di� �erence,on trouve

(Q�;h f
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On multiplie scalairement cette �equation par (Q�;h f
� )n � 1

2 , il vient
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� On ajoute les 4 �equations (113), (115) (116), (118), tous les termes
crois�ess'�eliminent et il reste

(E�
h;h f ;� t )

n +1 � (E�
h;h f ;� t )

n

� t
= 0; (119)

qui la loi de conservation annonc�ee.

4.5 Questions relativ es aux choix de l'inductance lin �eique

L'inductance L holl telle que d�e�nie dans le papier de r�ef�erence
[8] est un param�etre sensiblede la m�ethode. Par exemple, Holland

proposed'abord la formule

L holl = L � (
a
h

) =
� 0

2�

�
log(

h
p

2a
) +

� a2

2h2 �
3
2

+
�
4

�
(120)

Cette valeur est obtenue en faisant la moyenne de � 0
2� log( r

a )1r � a sur un
carr�e de longueur h.

Au vu desr�esultats num�eriques,Holland corrige ensuite (120) en

L holl = L � (
a
h

) � L � (0:06): (121)

On remarque que dans cette formule, l'inductance lin�eique arti�cielle ne
d�epend pas de la position du �l �a l'in t�erieur du maillage. Par exemple,la
mêmevaleur de L est utilis �eeque le �l coupe une colonneverticale de cube
en son milieu ou qu'il soit align�e le long d'une ligne verticale du maillage
volumique.

Les exp�eriencesnum�eriquespr�esent�eesdans son papier montrent que
l'erreur num�erique sur le courant est tr �essensible�a la valeur retenue pour
L . Dans la section suivante, nous allons calculer pr�ecis�ement la solu-
tion num�erique correspondant au casd'un �l in�ni attaqu�e par une onde
incidente de type (E inc

z (x; y), H inc
x (x; y), H inc

y (x; y)). En supposant que
h = hf et quele maillagedu �l co•incide aveclesnoeudsdecote(`+ 1

2 )h (qui
est la situation imagin�eepar Holland), le probl�emediscr�etis�e seram�ene�a
un probl�emebi-dimensionnelqu'il n'est pas trop di�cile de r�esoudre\�a la
main".

Pour le moment nousn'entrons pasdansle d�etail descalculsmais nous
nouscontentons de r�esumerlesr�esultats obtenus. Nous allons exhiber une
valeur de L qui minimise l'erreur num�erique et discuter les cons�equences
d'un choix autre que celui de cette valeur optimale.

L'erreur que nous analysonsporte sur l'in verse de la transform�ee de
Fourier du courant (qui est une simple fonction du temps puisque le
probl�eme est choisi ind�ependant de z). Pour le cas continu et dans le
cadre de l'approximation quasi-statique on a

Ê inc
z (! ; x f ; yf )

Î (! )
� �
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�
� log

! ae


2c0
+ i

�
2

�
(122)

�a des termes petits comme x2 j logxj pr�es, x = ! ac� 1
0 . Pour le sch�ema

num�erique, on pose

Î h (! ) = � t
X

n

(I �;h )n ei! n � t (123)
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et on suppose que la fonction � � a toujours son support inclus dans un
nombre �ni de mailles. On montre alors (
 est la constante d'Euler)

Ê inc
z (! ; x f ; yf )

Î h (! )
� �

i! � 0

2�

�
� log

! ae


2c0
� K �;h +

2�
� 0

L � + i
�
2

�
; (124)

les termes n�eglig�es�etant petits commex2 logx, x = ! hc� 1
0 .

La constante K �;h ne d�ependquede l'op�erateur de valeur sur la section
du �l. On a

K �;h =
X

p;q

X

i;j

(B �;h ) i;j (B �;h )p;q Cp� i;q � j ; (125)

o�u lesCp;q sont desconstantesnum�eriquesdont lesexpressionssont donn�ees
en annexe. Elles proviennent du d�eveloppement limit �e de la fonction de
Green sortante de l' �equation d'Helmoltz discr�etis�ee. Si

! 2

c2
0

Gh
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1
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p � 0
q (126)

avec
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(127)

alors on a

(Gh )p;q = �
i
4

H (1)
0 (eCp;q

! h
c0

) + O(
! 2h2

c2
0

log
! h
c0

); (128)

o�u le grand O est uniforme sur tout ensemble de couples(p;q) born�es. On
a par exemple

C0;0 = � 
 �
3
2

log2; C0;1 = C0;0 +
�
2

; C1;1 = C0;0 + 2 (129)

A partir decesexpressions,on peut calculer l'erreur relativesur le courant.
On a �

�
�
�
�
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Î h (! )
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(130)

avec

L opt =
� 0

2�

�
log

h
a

+ K �;h
�

: (131)

Ainsi, si la valeur optimale n'est par retenue, l'erreur relative tend vers
0 commel'in versedu logarithme du rayon rapport �e �a la longueur d'onde.
Cette convergenceest tr �eslente d'o�u l'imp ortance de choisir la valeur opti-
male de L . Remarquonspour �nir qu'une mauvaisevaleur de l'inductance
engendreune erreur du mêmeordre que celleentrain �eepar une erreur sur
le rayon du �l.

De l'expressiondu L optimal, on peut d�eduire les points suivantes.

� La valeur de L opt d�epend du rayon du �l par une relation simple du
type L = C1 � C2 log a

h .
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� Si l'on change la position du �l relativement �a la maille, on doit
changer la valeur du L utilis �e. Par exemple,choisissonsl'op�erateur
deHolland pour B �;h tel quedonn�epar (87) et imaginonsle �l localis�e
sur une ligne du maillage. D'apr �es(125), la valeur de K �;h doit être
prise �egale �a C0;0 = -1.616936436,tandis que si le �l passepar le
centre d'une face d'un cube du maillage, on doit prendre K �;h =
1
4 C0;0 + 1

2 C0;1 + 1
4 C1;1 = 0.7178187.

� Pour un op�erateur de valeur sur la sectiondu �l B �;h donn�e, il existe
un rayon maximal de �l �a partir duquel L opt devient n�egatif. On a
donc uneplagede rayon de �l que l'on peut mod�eliser,plaged'autant
plus grande que l'op�erateur B �;h est �etal�e sur la grille. Toutefois, il
existe un compromis, car si cet op�erateur est trop �etal�e, les erreurs
n�eglig�ees(les O(h2 logh)) peuvent devenir pr�epond�erentes.

Nousreviendronssur tout cecilors de la pr�esentation desr�esultatsnum�eriques.
Signalonsen�n que cesconclusionssont �egalement valables pour tous

les sch�emas dont nous avons parl�e (mod�ele de Holland inclus). En ef-
fet, pour les sch�emascentr �es, la discr�etisation en temps induit une erreur
en O(! 2� t2), qui est n�egligeablepar rapport �a l'erreur d�ecrite ci-dessus.
L'erreur num�erique n'est pasde nature dispersive mais est principalement
due �a la g�eom�etrie. Par contre, les conclusionsne sont (a priori) plus
valides si le �l n'est pas parall�ele aux axesdu maillage. On pourrait cal-
culer les valeurs optimales de L dans le caso�u le �l est orient�e suivant des
diagonales(c.�a.d. lorsquequ'il existe un probl�emediscret bi-dimensionnel
sous-jacent) mais nous ne savonspas si les valeurs trouv �eesco•�ncideraient
avec cellesrelativesaux casd'un �l parall�eleaux axes.

5 Le probl �eme bidimensionnel et sescons�equen-
ces sur le choix de l'inductance arti�cielle

5.1 Le probl �eme bidimensionnel

Dans cette partie, nous allons nous int�eresserau probl�emebidimensionnel
de la di�raction d'une onde par un petit disque circulaire de rayon a. Ce
probl�emecorrespond �a un casparticulier du cas3D trait �e danslessections
pr�ec�edentes. En e�et, toute onde incidente de la forme

E inc
z (x; y; t); H inc

x (x; y; t); H inc
y (x; y; t) (132)

donne naissancepar di�raction sur un �l in�ni d'axe Oz �a un champ
di�ract �e

E d
z (x; y; t); H d

x (x; y; t); H d
y (x; y; t); (133)

la composante �electrique du champ E = Ez = E inc
z + E d

z v�eri�an t le
syst�eme 8

>><

>>:

1
c2

0
@tt E � � E = 0;

p
x2 + y2 � a

E = 0;
p

x2 + y2 = a

E(t = 0) = E 0; E (t = 0) = E 1:

(134)

On reconnâ�t les �equations qui r�egissent la di�raction plane d'une onde
par un disqueDa de fronti �ere Ca .

En suivant la d�emarche de la section pr�ec�edente, on va construire un
mod�eleapproch�e qui, apr�esdiscr�etisation, aboutit �a un sch�emanum�erique
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qui s'av�erera être un casparticulier du sch�ema 3D �etudi�e pr�ec�edemment.
Ce mod�ele 2D, plus simple, va nous permettre d'analyser pr�ecis�ement
l'in
uence del'inductance lin�eiquearti�cielle L � sur la pr�ecisiondesr�esultats
fournis par le sch�ema.

Pour mener �a bien les calculs, il s'av�ere n�ecessairede caract�eriser le
comportement de la fonction deGreendel' �equationd'Helmholtz discr�etis�ee
sur une grille r�eguli�ere avec un Laplacien �a 5 points. A notre connais-
sance,cecalcul n'avait pas�et�e encoree�ectu �e. Le calcul, long et technique
quoique �el�ementaire serad�etaill �e dans une section autonome.

5.1.1 Construction du mo d�ele appro ch�e

On commencepar �ecrire le probl�emesatisfait par le prolong�e de E par 0
�a l'in t�erieur du disque. On a

8
>><

>>:

1
c2

0
@tt E � � E = � � 02� a@t j z

� C a
2� a ; dans IR2

E = 0; sur Ca

E(t = 0) = E 0; E (t = 0) = E 1:

(135)

la fonction 2� a@t j z (� ; t) est la densit�e de courant port �e par la fronti �eredu
disque�egale�a la d�eriv�eenormale de E sur l'ext �erieur du disque.

La premi�ere�etapepour l'obtention denotre mod�eleapproch�econsiste�a
n�egliger lesvariations du champ incident au voisinagedu �l. On substitue
�a la condition de Dirichlet sur la fronti �ere du disque la condition

�E d
=r = a +

1
2�

Z 2�

0
E inc (a; � ; t)d� = 0; ( �E d � E � E inc ) (136)

le champ incident E inc �etant solution de l' �equation desondesdansl'espace
libre avec les mêmesconditions initiales que E.

Le probl�eme satisfait par �Ed devenant invariant par rotation, �E d est
une fonction du tempset de la seulevariable radiale r . De même,la densit�e
de courant est une fonction d�ependant uniquement du temps. On pose

_I (t) = 2� a@t j z (t) (137)

et le probl�emeapproch�e
8
>>>><

>>>>:

1
c2

0
@tt �E d � � �E d = � � 0 _I

� Ca

2� a
; dans IR2

�E d = �
1

2�

Z 2�

0
E inc (� ; a; t)d� ; sur Ca

�E d(t = 0) = 0; �E d(t = 0) = 0;

(138)

se r�esout �a l'aide de la transform�ee de Fourier-Laplace en temps. Les
calculs sont identiques �a ceux du cas3D. On trouve

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

�E d = �
1

2�

Z 1

�1
~einc (! )

H (1)
0 (! r c� 1

0 )

H (1)
0 (! ac� 1

0 )
e� i! t d! ; r > a

�E d = �
1

2�

Z 1

�1
~einc (! )

J0(! r c� 1
0 )

J0(! ac� 1
0 )

e� i! t d! ; r < a

~einc (! ) =
Z 1

0

�
1

2�

Z 2�

0
E inc (a; � ; t)d�

�
ei! t d!

(139)
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et en�n

� 0 _I = @r �E d
r = a+ � @r �E

d
r = a � =

1
2�

Z 1

�1

~_I (! )e� i! t d! ;

~_I (! ) =
~einc (! )

� 0J0(! ac� 1
0 ) i

4 H (1)
0 (! ac� 1

0 )

(140)

En particulier, on a la relation
8
>>><

>>>:

Si r > a; �E d(r; t) +
1

2�

Z 2�

0
E inc (a; � ; t)d�

=
� 0

2�

Z 1

�1

�
i
4

H (1)
0 (

! a
c0

) �
i
4

H (1)
0 (

! r
c0

)
�

J0(! ac� 1
0 )~_I (! )e� i! t d!

(141)

Supposonsque le champ incident ait une fr�equencede coupure ! + pour
laquelle ! + r + c� 1

0 soit tr �es inf�erieur �a 1. Pour r variant �a de a �a r + ,
on peut substituer �a l'in t�egrandeson d�eveloppement limit �e. A l'aide de
(40), les fonctions de Besseldisparaissent et ne subsisteplus qu'un terme
constant proportionnel �a log r

a et donc ind�ependant de ! . On obtient par
transformation inverse

8
>><

>>:

Si r + > r > a;

E(r; � ; t) � �E d(r; t) +
1

2�

Z 2�

0
E inc (a; � ; t)d� � � 0 log(

r
a

) _I (t)
(142)

C'est l'approximation statique.
Pour achever la construction de notre mod�eleapproch�e, il ne resteplus

qu'�a moyenner la relation (142) �a l'aide d'une approximation de l'unit �e � �

telle que celle d�e�nie dans (38) avec r +
� < r + et �a r�egulariser la massede

Dirac, toujours �a l'aide de cette mêmefonction � � .
On obtient le mod�ele

8
>><

>>:

c� 2
0 @tt E � � � E � = � � 0 _I � � �

Z
� � E � = L � _I

E � (t = 0) = E 0; @t E � (t = 0) = E 1

(143)

o�u L � est toujours donn�e par

L � =
� 0

2�

Z r +
�

a
log(

r
a

)� � (r )2� r dr: (144)

qui est �a la basede notre �etude. Compar�e au cas3D on voit que la charge
a disparu et quele courant est maintenant une fonction de la seulevariable
temps.

Il ne serait pas di�cile de montrer que le mod�ele (143) correspond �a
un probl�emebien pos�e dans l'espace

(E ; I ) 2 C1(0; T; L 2(IR) � IR) \ C0(0; T; H 1(IR) � IR) (145)

o�u H 1(
) est l'espacedes fonction qui sont, ainsi que leur gradient, de
carr�e int�egrablesur 
. Tout reposesur la conservation de l' �energie

E(t) = E(0); 8t > 0 (146)
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avec

E(t) =
Z

IR2

1
c2

0
j@t E � j2dx + jrotE � j2 + � 0L � _I 2; (147)

�egalit�e qui sed�emontre directement: on multiplie l' �equation desondespar
@t E et on int�egre. Puis on d�erive l' �equation de contrain te par rapport au
temps, on la multiplie par _I , apr�es addition, le terme crois�e disparâ�t et
ne reste plus que la d�eriv�eeen temps de l' �energiequi est �egale�a z�ero.

5.1.2 Deux discr �etisations du mo d�ele appro ch�e

La discr�etisation des �equations du mod�ele �laire bidimensionnel s'appuie
sur lesmêmestechniquesquecellesutilis �eesdans le cas3D. On commence
par �ecrire le probl�eme sous forme d'un syst�eme variationnel �evolutif que
l'on approche�a l'aide d'�el�ements �nis. Le syst�emed'�equationsdi� �erentielles
obtenu s'int�egre�a l'aide d'un sch�ema aux di� �erences�nies.

La formulation variationnelle de (143) s'�ecrit

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

trouver (E � ; _I � ) 2 C0(0; T; H 1(IR2) � IR) \ C1(0; T; L 2(IR2) � IR)

tel que 8F 2 H 1(IR2)

1
c2

0

d2

dt2

ZZ
E � F +

ZZ
~r E � � ~r F = � � 0 _I �

Z Z
� � F

avec
ZZ

� � E � = L � _I �

(148)
On approche ce probl�emepar des�el�ements �nis P 1 construits sur une

grille r�eguli�erede pash. Si Ph est l'espacedesfonctions dont la restriction
sur chaque carr�e du r�eseauest lin�eaire par rapport �a chacune des deux
variables d'espace,on notera

�
' h

i;j

	
i;j

l'ensemble desfonctions de basede

Ph , o�u la fonction ' h
i;j est l' �el�ement de Ph qui prend la valeur 1 sur le

noeud (ih; j h) et 0 sur les autres. On a

' h
i;j (x; y) = � h

i (x)� h
i (y) (149)

o�u les � h
i (s) sont les fonctions chapeaux.

La solution approch�eeest recherch�eesousla forme

E �;h (x; y; t) =
X

i;j

E �;h
i;j (t)' h

i;j (x; y) (150)

commela solution du probl�emevariationnel
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

trouver (E �;h ; _I �;h ) 2 C1 (0; T; Ph � IR)

tel que 8F h 2 Eh

1
c2

0

d2

dt2

ZZ
E �;h F h +

ZZ
~r E �;h � ~r F h = � � 0 _I �;h

Z Z
� � F h

avec
ZZ

� � E � h
= L � _I �;h :

(151)

En regroupant les composantes de E �;h (t) dans un vecteur, on obtient
le syst�emed'�equationsdi� �erentielles ordinaires

8
><

>:

1
c2

0
M h d2E �;h

�

dt2 (t) + Ah E �;h
� (t) + � 0(B �;h )? _I �;h (t) = 0:

avec B �;h E �;h
� (t) � L � _I �;h (t) = 0

(152)
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o�u
8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

(M h ) i 0;j 0

i;j =
Z Z

' h
i;j (x; y)' h

i 0;j 0(x; y)dxdy

(Ah ) i 0;j 0

i;j =
Z Z  

@' h
i;j

@x

@' h
i 0;j 0

@x
+

@' h
i;j

@y

@' h
i 0;j 0

@y

!

dxdy

(B �;h ) i;j =
Z Z

D �

' h
i;j (x; y)� � (

p
x2 + y2)dxdy

(153)

En utilisant la formule de quadrature pour calculer les int�egralesinter-
venant dans les expressionsdes matrices, on diagonalise la matrice de
masseet Ah est h2 fois le Laplacien �a 5 points

(Ah uh ) i;j = 4uh
i;j � uh

i;j � 1 � uh
i � 1;j � uh

i;j +1 � uh
i +1 ;j (154)

Le syst�emes'�ecrit

8
><

>:

h2

c2
0

d2E �;h
�

dt2 (t) + Ah E �;h
� (t) + � 0(B �;h )? _I �;h (t) = 0:

avec B �;h E �;h
� (t) � L � _I �;h (t) = 0

(155)

Il ne resteplus qu'�a discr�etiseren temps. On distinguera deux sch�emas.
Le premier �evalue �a la fois le champ �electrique et le courant �a desinstants
entiers du type n� t. Le secondd�ecalele courant d'un demi-pasde temps.
Le premier sch�emas'�ecrit

8
>>>>><

>>>>>:

h2 (E �;h
� )n +1 � 2(E �;h

� )n � (E �;h
� )n � 1

c0� t2 + Ah (E �;h
� )n

+ � 0(B �;h )?( _I �;h )n = 0

avec B �;h (E �;h
� )n � L � ( _I �;h )n = 0

(156)

tandis que le secondest
8
>>>>>>><

>>>>>>>:

h2 (E �;h
� )n +1 � 2(E �;h

� )n � (E �;h
� )n � 1

c2
0� t2 + Ah (E �;h

� )n

+ � 0(B �;h )?
�

1
2 ( _I �;h )n + 1

2 + 1
2 ( _I �;h )n � 1

2

�
= 0

avec B �;h
�

1
2

(E �;h
� )n +1 +

1
2

(E �;h
� )n

�
� L � ( _I �;h )n + 1

2 = 0

(157)

Cesdeux sch�emassont centr �es, le premier est plus naturel que le second.
Toutefois ce dernier a l'immense avantage de conserver une �energie qui
implique une condition de stabilit �e ind�ependante du �l �a savoir

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

E�;h; � t
n + 1

2
= E�;h; � t

1
2

; 8n � 0

2E�;h; � t
n + 1

2
= h2

X

i;j

�
�
�
�
�

(E �;h
i;j )n +1 � (E �;h

i;j )n

c0� t

�
�
�
�
�

2

+ � 0L �

�
�
�( _I �;h )n + 1

2

�
�
�
2

+ h2
X

i;j

(E �;h
i;j +1 )n +1 � (E �;h

i;j )n +1

h

(E �;h
i;j +1 )n � (E �;h

i;j )n

h

+ h2
X

i;j

(E �;h
i +1 ;j )n +1 � (E �;h

i;j )n +1

h

(E �;h
i +1 ;j )n � (E �;h

i;j )n

h

(158)
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d'o�u l'on d�eduit les in�egalit�es
8
>>><

>>>:

h2
X

i;j

�
�
�
�
�

(E �;h
i;j )n +1 � (E �;h

i;j )n

c0� t

�
�
�
�
�

2

�
�

1 �
2c2

0� t2

h2

� � 1

2E�;h; � t
1
2

�
�
�(� 0 _I �;h )n + 1

2

�
�
�
2

� � 0L � 1
� 2E�;h; � t

1
2

(159)

d�esque la condition
c0� t

h
<

1
p

2
(160)

est satisfaite. On en d�eduit que le sch�ema (157) est stable sousla même
condition qu'en l'absencede �l.

Pour le sch�ema (156), l' �energieconserv�eeest

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

E�;h; � t
n + 1

2
= E�;h; � t

1
2

; 8n � 0

2E�;h; � t
n + 1

2
= h2

X

i;j

�
�
�
�
�

(E �;h
i;j )n +1 � (E �;h

i;j )n

c0� t

�
�
�
�
�

2

+ � 0L � ( _I �;h )n ( _I �;h )n +1

+ h2
X

i;j

(E �;h
i;j +1 )n +1 � (E �;h

i;j )n +1

h

(E �;h
i;j +1 )n � (E �;h

i;j )n

h

+ h2
X

i;j

(E �;h
i +1 ;j )n +1 � (E �;h

i;j )n +1

h

(E �;h
i +1 ;j )n � (E �;h

i;j )n

h

(161)
Ecrivons la d�ecomposition

� 0L � ( _I �;h )n ( _I �;h )n +1 =
L �

� 0

�
�
�
�
�
� 0

( _I �;h )n +1 + ( _I �;h )n

2

�
�
�
�
�

2

�
� 0c2

0� t2

4L �

�
�
�
�
�
L �

( _I �;h )n +1 � ( _I �;h )n

c0� t

�
�
�
�
�

2 (162)

puis utilisons la relation liant le courant au champ via B �;h . A l'aide d'une
in�egalit�e de Cauchy-Swartz, on aboutit �a l'estimation

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

h2
X

i;j

�
�
�
�
�

(E �;h
i;j )n +1 � (E �;h

i;j )n

c0� t

�
�
�
�
�

2

�
�

1 �
2c2

0� t2

h2 �
� 0c2

0� t2

4L � h2 (B �;h )(B �;h )?
� � 1

2E�;h; � t
1
2�

�
�
�
1
2

� 0( _I �;h )n +
1
2

� 0( _I �;h )n +1

�
�
�
�

2

� � 0L � 1
� 2E�;h; � t

1
2

(163)

si la condition

c0� t �
h

p
2

�
1 + (B �;h )(B �;h )? � 0

8L �

� � 1
2

(164)

est satisfaite. Cette condition s'av�ere exp�erimentalement n�ecessairepour
la stabilit �e. On voit quele sch�emaeststablesousunecondition qui d�epend
de la nature du �l (�l tr �esmince ou �epais), ce qui est gênant puisque l'on
peut être amen�e �a devoir utiliser un tout petit pas de temps pour pouvoir
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prendre en compte le petit disqueconducteurdansle milieu 2D. Le sch�ema
(157) est donc de loin pr�ef�erable.

La r�esolution du sch�ema (157) peut se faire en intro duisant les incon-
nuesscalairesinterm�ediaires

� n = � 0
( _I �;h )n + 1

2 + ( _I �;h )n � 1
2

2
; � n = B �;h (E �;h

� )n (165)

On commencepar une premi�ere �etape de di� �erences�nies classiques

(1) (E df
� )n +1 = 2(E �;h

� )n � (E �;h
� )n � 1 �

c2
0� t2

h2 Ah (E �;h
� )n (166)

On a

h2 (E �;h
� )n +1 � (E df

� )n +1

c2
0� t2 + (B �;h )?� n = 0 (167)

et donc, en appliquant B �;h on obtient la premi�ere �egalit�e

h2 � n +1 � (B �;h )(E df
� )n +1

c2
0� t2 + (B �;h )(B �;h )? � n = 0 (168)

qui, jointe �a l' �equation

1
4

(� n +1 + 2� n + � n � 1) =
L �

� 0
� n (169)

forme un syst�emelin�eaireen lesdeux inconnues� n +1 et � n quel'on r�esoud
en

8
>>>>><

>>>>>:

(2) E n
f il =

1
4

�
(B �;h )(E df

� )n +1 + 2� n + � n � 1�

(3) � n =
�

L �

� 0
+

c2
0� t2

4h2 (B �;h )(B �;h )?
� � 1

E n
f il

(3) � n +1 = � 2� n � � n � 1 +
4L �

� 0
� n

(170)

et on termine par

(4) (E �;h
� )n +1 = (E df

� )n +1 �
c2

0� t2

h2 (B �;h )? � n : (171)

Avant de clore ceparagraphe,soulignonsle lien entre cesdeux sch�emas
2-D et les sch�emaspr�esent�espour le casMaxwell 3-D. On consid�ereun �l
in�ni maill �e avec un pas h = hf et tel que les noeuds du maillage �laire
soient situ�es �a mi-hauteur des cubes du maillage volumique. On regarde
lessolutions de (89), resp. (80), avecE x

i + 1
2 ;j;k , E y

i;j + 1
2 ;k

et H z
i + 1

2 ;j + 1
2 ;k nuls

et les autres composantes �electromagn�etiquesind�ependantes de l'indice k.
Apr �es�elimination descomposantes magn�etiques,on v�eri�e sanspeineque
la chargen'in tervient plus et quele champ E z

i;j;k + 1
2

= E z
i;j v�eri�e le sch�ema

2-D (156), resp. (157) aux substitutions
8
>>>>><

>>>>>:

B �;h ! 1
h f

IB�;h

( _I �;h )n !
(I �;h f

� )n + 1
2 � (I �;h f

� )n � 1
2

� t
sch�ema (80);

( _I �;h )n + 1
2 !

(I �;h f
� )n +1 � (I �;h f

� )n

� t
sch�ema (89);

(172)

pr�es.
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5.1.3 R�esolution du probl �eme appro ch�e et calcul de l'inductance
arti�cielle optimale

On se propose dans cette section de r�esoudreexplicitement le probl�eme
discr�etis�e. On s'int�eresseprincipalement �a d�eriver une formule valable �a
des termes n�egligeablespr�es et reliant les valeurs de la transform�ee de
Fourier en temps du courant avec cellesdu champ incident moyen autour
du �l. Cela nous permet de calculer les valeurs optimales de L � et de
discuter du choix de la fonction � � .

Le probl�emeque nous envisageonsest le sch�ema (157) compl�et�e avec
les conditions initiales en temps, par exemple

8
><

>:

(E �;h
i;j )0 = E 0(ih; j h)

(E �;h
i;j )1 = E 0(ih; j h) + � tE 1(ih; j h) �

c2
0� t2

2h2 Ah E 0(ih; j h)
(173)

On commencepar intro duire le champ incident, solution du sch�ema en
l'absencede �l

8
><

>:

h2 (E �;h
inc )n +1 � 2(E �;h

inc )n � (E �;h
inc )n � 1

c2
0� t2 + Ah (E �;h

inc )n = 0

(E �;h
inc )0 = (E �;h

� )0; (E �;h
inc )1 = (E �;h

� )1

(174)

La solution du sch�ema s'�ecrit

(E �;h
� )n = (E �;h

inc )n + (E �;h
D )n (175)

o�u (E �;h
D )n est solution du probl�eme

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

h2 (E �;h
D )n +1 � 2(E �;h

D )n � (E �;h
D )n � 1

c2
0� t2 + Ah (E �;h

D )n

+ � 0(B �;h )?
�

1
2 ( _I �;h )n + 1

2 + 1
2 ( _I �;h )n � 1

2

�
= 0

avec B �;h
�

1
2

(E �;h
D )n +1 +

1
2

(E �;h
D )n

�
� L � ( _I �;h )n + 1

2

= �
1
2

�
(e�;h

inc )n +1 + (e�;h
inc )n

�

(E �;h
D )0 = (E �;h

D )1 = 0

(176)

o�u (e�;h
inc )n est le champ incident moyen vu du �l

(e�;h
inc )n = B �;h (E �;h

inc )n =
X

i:j

(B �;h ) i;j (E �;h
inc )n

i;j (177)

Le sch�ema �etant d'ordre 2, il est bien connu que si les conditions ini-
tiales sont assezr�eguli�eres,chaque (E �;h

inc )n
i;j va approcher le champ inci-

dent du probl�emecontinu. Comme(B �;h ) appliqu�e �a un vecteur consiste�a
�evaluer sa valeur au centre du �l de mani�ere centr �ee(� � ne d�epend que de
r ). On peut donc supposerque (e�;h

inc )n approche la valeur vraie du champ
incident au centre du �l �a destermespetits comme(! h)2. Cette erreur est
uniquement due �a la dispersion du sch�ema que l'on supposemaitris �ee(en
d'autres termesdeserreursde type O(( ! h)2 seront n�eglig�eesdansl'analyse
�a venir.

35



A�n der�esoudre(176), on intro duit lestransform�eesdeFourier-Laplace
discr�etessuivantes.

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

(Ê �;h
D )( ! ) = � t

X

n � 0

(E �;h
D )n ei! n � t

_̂I
�;h

(! ) = � t
X

n � 0

( _I �;h )n + 1
2 ei! (n + 1

2 )� t

(ê�;h
inc )( ! ) = � t

X

n � 0

1
2

�
(e�;h

inc )n + (e�;h
inc )n +1

�
ei! (n + 1

2 )� t

(178)

Ces transform�eessont d�e�nies analytiques sur ! > 0 d�es que le sch�ema
est stable (i.e. c0� t

p
2 � h). De plus, on peut construire une �equation

type Helmholtz discret en proc�edant de la mani�ere suivante: on multiplie
l' �equation desondesdiscr�etespar ei! n � t et on sommesur n de 1 �a l'in�ni
puis on multiplie la seconde�equation par ei! (n + 1

2 )� t et on somme sur
n. A l'aide d'in t�egrations par parties discr�etesqui utilisent les conditions
initiales nulles en n = 0 et n = 1, on aboutit �a

8
>><

>>:

h2 ! 2
� t

c2
0

(Ê �;h
D ) � Ah (Ê �;h

D ) = � 0 cos(
! � t

2
)(B �;h )? _̂I

�;h

(B �;h )( Ê �;h
D ) cos(

! � t
2

) � L � _̂I
�;h

= � (ê�;h
inc )

(179)

o�u ! � t est donn�e par

! � t =
2

� t
sin

�
! � t

2

�
= ! (1 + O(! 2� t2)) (180)

On peut r�esoudreexplicitement ce syst�emed'�equation �a l'aide de la fonc-
tion de Green discr�ete. Si Gh

p;q v�eri�e

! 2
� t h

2

c2
0

Gh
p;q � Ah Gh

p;q = � 0
p � 0

q (181)

alors (Ê �;h
D ) est reli�e �a _̂I

�;h
par la relation

(Ê �;h
D )p;q = � 0 cos(

! � t
2

)
X

p;q

Gh
p� i;q � j (B �;h ) i;j _̂I

�;h
(182)

Maintenant la seconde�equation du syst�eme(179) s'�ecrit

(ê�;h
inc ) =

0

@L � � � 0 cos2(
! � t

2
)
X

i;j

X

p;q

Gh
p� i;q � j (B �;h ) i;j (B �;h )p;q

1

A _̂I
�;h

:

(183)
Dans cette �equation apparâ�t une double sommeportant sur lesnoeudsdu
maillage qui intersectent le support de � � . Supposonsquenouschoisissions
ce support de l'ordre de quelquesmailles, seuls vont alors intervenir les
valeurs de Gh

p;q pour p et q petits. Pour avancer un peu plus dans les
calculs, nous allons admettre un r�esultat que nous d�emontrerons dans la
section suivante. On a

Gh
p;q = �

1
2�

�
� log(

! � t h
c0

) + log2 � 
 � Cp;q + i
�
2

�

+ O
�

! 2
� t h2

c2
0

log( c0
! � t h )

� (184)
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o�u Cp;q est une suite de nombres dont la d�e�nition pr�eciseest donn�ee
par (208). Notons que ce comportement asymptotique est valable uni-
form�ement sur tout ensemble de couplesd'entiers born�e.

Choisissonsc0 � t
h constant et faisons tendre �a la fois � et h vers 0 de

telle fa�con �a ce que le support de � � soit toujours inclus dans un nombre
�ni de mailles. On peut alors �a l'aide du r�esultat pr�ec�edent obtenir le
d�eveloppement limit �e.

(ê�;h
inc ) =

0

@L � +
� 0

2�

X

i;j

X

p;q

�
� log(

! h
c0

) + log2 � 


� Cp;q + i
�
2

�
(B �;h )p;q (B �;h ) i;j + "

�
_̂I
�;h

" = O
�

! 2h2

c2
0

log(
c0

! h
)
�

(185)
Comme

X

p;q

(B �;h )p;q =
ZZ  

X

p;q

' h
p;q (x; y)

!

� � (x; y)dxdy =
ZZ

� � (x; y)dxdy = 1

(186)
(185) sesimpli�e en

(ê�;h
inc ) =

�
L � +

� 0

2�

�
� log(

! h
c0

) + log(2) � 
 + i
�
2

� K �;h + "
��

_̂I
�;h

(187)
Avec

K �;h =
X

p;q

X

i;j

(B �;h ) i;j (B �;h )p;qCp� i;q � j (188)

C'est cette formule que nous allons comparer au cas continu pour lequel
d'apr�es(140)

~einc (! ) = � 0J0(! ac� 1
0 )

i
4

H (1)
0 (! ac� 1

0 )~_I (! )

=
� 0

2�

�
� log(

! a
c0

) + log2 � 
 + i
�
2

+ O
�

! 2a2

c2
0

log(
c0

! a
)
� �

~_I (! )

(189)
La comparaisonmontre que

(ê�;h
inc )

_̂I
�;h �

~einc

~_I
=

� 0

2�

�
� log(

h
a

) � K �;h +
2� L �

� 0

�

+ O
�

! 2a2

c2
0

log(
c0

! a
)
�

+ O
�

! 2h2

c2
0

log(
c0

! h
)
� (190)

Ainsi, si la condition

L � =
� 0

2�
log(

h
a

) +
� 0

2�
K �;h (191)

est satisfaite, la relation champ incident moyen courant est identique �a des
termes petits comme x2 log(x) o�u x est ! hc� 1

0 ou ! ac� 1
0 . Par contre, si

cette condition n'est pas remplie, il existe une erreur approximativ ement
constante entre mod�elenum�eriqueet mod�elecontinu. Ce qui implique une
erreur relative sur le courant qui varie comme l'in versedu logarithme de
! ac� 1

0 . Cette quantit �e tend bien versz�ero mais �a une vitessetr �estr �eslente
d'o�u la n�ecessit�e de satisaire la condition (191).
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5.2 Analyse de la fonction de Green discr �ete au voisi-
nage du poin t source

Le but de cette section est d'�etablir le comportement de la fonction de
Green du sch�ema �a 5 points pour l' �equation d'Helmoltz au voisinagede
la sourcelorsque le pas de discr�etisation est petit. Ce calcul s'e�ectue �a
l'aide de la transformation de Fourier discr�ete.

Si up;q est une suite de carr�e int�egrable,on d�e�nit

(Ah (z):u)p;q = 2zup;q + (up;q� 1 + up;q+1 + up� 1;q + up+1 ;q � 4up;q ) ;
(192)

Ah (z) d�e�nit un op�erateur de `2 dans lui mêmepour tout z complexe. De
plus, comme

=m
X

p;q

(Ah (z):u)p;q :up;q = =m2z
X

p;q

jup;q j2; (193)

Ah (z) est coercif sur `2 pour tout z de partie imaginaire positive et par
voie de cons�equenceest inversible sur `2.

Posonsx = ! 2h2=2, le but de ce qui va suivre est de d�eterminer la
fonction de Green

G�;h
p;q = Ah (x + i� ) � 1:(� p

0 � q
0); (194)

puis de calculer
Gh

p;q = lim
� #0+

G�;h
p;q : (195)

En particulier, on s'int�eresseraau comportement asymptotique lorsque! h
tend vers 0 de Gh

p;q .

5.2.1 Calcul par transformation de Fourier

On posex � = x + i� = 1
2 ! 2h2 + i� . Le probl�emesatisfait par G�;h s'�ecrit

2x � G�;h
p;q +

�
G�;h

p;q� 1 + G�;h
p;q+1 + G�;h

p� 1;q + G�;h
p+1 ;q � 4G�;h

p;q

�
= � p

0 � q
0: (196)

On d�e�nit la transformation de Fourier de G�;h dans la direction p,

Ĝ�;h
p =

X

q

G�;h
p;q ei� q: (197)

Apr �esmultiplication par ei� q des�egalit�es(196) et sommation sur q, Ĝ�;h
p

doit satisfaire

2(x � + cos� � 2)Ĝ�;h
p + Ĝ�;h

p� 1 + Ĝ�;h
p+1 = � p

0 : (198)

L' �equation(198) estuner�ecurrence�a deux niveauxd'�equationcaract�eristique

P(X ) = X 2 � 2(2 � x � � cos� )X + 1 = 0: (199)

D�e�nissons

� � (� ) = (2 � x � � cos� )

s
(3 � x � � cos� )
(2 � x � � cos� )

s
(1 � x � � cos� )
(2 � x � � cos� )

(200)

8
<

:

r � (� ) = (2 � x � � cos� ) � � � (� )

()
1

r � (� )
= (2 � x � � cos� ) + � � (� )) ; (201)
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o�u les racinescarr�eessont d�e�nies via la d�etermination principale du log-
arithme. C'est �a dire que <e

p
z > 0 pour tout z non situ�e sur la coupure

z 2 R� . Admettons pour le moment le lemme
Lemme La fonction r � (� ) est d�e�nie analytique sur la bande

B � = f � 2 C= j= m� j < argsinh � g;

o�u elle v�eri�e

jr � (� )j < 1; P(r � (� )) = P(r � (� ) � 1) = 0:

Comme Ĝ�;h
p doit être une suite `2 pour tout � , n�ecessairement

Ĝ�;h
p = Ĝ�;h

0 (r � ) j pj ;

car la deuxi�emesolution (1=r � ) j pj exploselorsque jpj tend vers l'in�ni.
L' �equation �ecrite en p = 0 permet d'obtenir

(r � � 1=r � )Ĝ�;h
0 = 1;

d' o�u

Ĝ�;h
p = �

(r � ) j pj

2� � : (202)

L'utilisation de la transformation de Fourier inversedonne alors

G�;h
p;q = �

1
4�

Z �

� �

e� iq � (r � ) j pj

� � (� )
d� : (203)

En particulier et en utilisant la parit �e de cos� ,

G�;h
p;q = �

1
2�

Z �

0

cosq� (r � ) j pj

� � (� )
d� : (204)

Il reste �a montrer le lemme. La seuledi�cult �e est de montrer que le choix
de la racine carr�e est celui qui assure que le module de r � (� ) est plus
petit que 1 pour tout � . On va d�ecomposer la preuve en plusieurs �etapes.
Tout d'abord, on remarque que si � est dans B � , alors le module de la
partie imaginaire de cos� , qui est toujours plus petite que j sinh(=m� )j,
est strictement born�eepar � . En particulier B � ne peut contenir de point
� tels que P admette deux racines e� i� de module unit �e. En e�et, pour
un tel point on a

=m (� cos(� ) + 2 � x � i� + 2cos(� )) = 0

et la partie imaginaire de cos� co•�ncide avec� . Tout celapour dire quesur
B � on a soit jr � j < 1 soit jr � j > 1. Maintenant, pour montrer que l'on est
dans le premier cas,il su�t de le v�eri�er en un point de B � (par exemple�
=0) et de s'assurerde l'analycit �e de la fonction r � sur B � . En e�et, si ces
deux propri �et�essont satisfaitescommeB � est connexepar arc, s'il existait
un point � ? tel que le module de r � �etait plus grand que 1 on pourrait
relier ce point �a 0 par un arc et par continuit �e on aurait l'existence d'un
point interm�ediaire dans B � pour lequel le module de r � serait 1, d'o�u
une contradiction. V�eri�ons tout d'abord l'analycit �e. Si a et b sont deux
complexes,la fonction

z ! exp
1
2 log ( z � a

z � b ) ;

39



est d�e�nie analytique sur le plan complexepriv �e despoints z tels que

z � a
z � b

= � �; � � 0;

soient

z =
1

1 + �
a +

�
1 + �

b; � � 0 , z 2 [a; b]:

Prenonsa = 3� x� i�; b = 3� x� i� puis a = 2� x� i�; b = 1� x� i� , comme
[a; b] � f z; =mz = � g on v�eri�e que B � n'in tersectepas les singularit �esde
� � et r � est bien analytique. Reste le calcul en � = 0. On a

r � (� = 0) = f (x) = (1 � x � i� )

 

1 �

r

1 +
1

1 � x � i�

r

1 +
1

1 � x � i�

!

:

On v�eri�e quejf (x)j tend vers0 �a l'in�ni et est continue pour x r�eel. jf (x)j
est donc plus petit que1 �a l'in�ni. Cela entra �̂ne qu'il doit en être de même
en x = 0 (toujours pareil, sinon, par continuit �e il y a existenced'un point
interm�ediaire tel que jf (x)j = jr � (x = 0)j = 1 ce qui est impossible sur
B � ).

5.2.2 Passage �a la limite par absorption limite

Le principe d'absorption limite consiste�a faire tendre � vers 0 par valeurs
positives,x restant �x �e dans l'expression

G�;h
p;q = �

1
2�

Z �

0

cosq� (r � ) j pj

� � (� )
d� ; (205)

o�u � � est donn�e par (200) Pour simpli�er, on ne regardeque le casx < 1.
Il nousfaut regarderla limite d'une racine carr�e lorsque(au moinspour

des � petits) on s'approche d'une coupure. On distingue deux cas selon
que cos� est compris entre � 1 et cos� = 1 � x. ou entre cos� et 1

Dans le premier cas, tous les termes situ�es sous les radicaux tendent
vers un r�eel positif (grâce �a l'hypoth�esex < 1). Il n'y a alors aucune
di�cult �e pour le passage�a la limite et le r�esultat est ind�ependant du signe
de � . Dans le secondcas,l'un destermessitu�essouslesradicaux tend vers
un nombre n�egatif et le r�esultat du passage�a la limite d�epend du signede
� . Plus pr�ecis�ement, si � = � 1 + x + cos� ; � = 2 � x � cos� > 0, on a

s
� � � i�
� � i�

�

s
� �
�

� i�
� + �

� 2 + O(� 2)

� � i Signe(� + � )

s
�
�

= � i

s
�
�

; � ! 0+ :

Finalement, si x < 1, cos� = 1 � x, on d�e�nit

r h
p (� ) = (2 � x � cos� ) �

p
(3 � x � cos� )(1 � x � cos� )

r h
m (� ) = (2 � x � cos� ) + i

p
(3 � x � cos� )(cos� � 1 + x);
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et la fonction de Green discr�ete est donn�eepar

Gh
p;q = lim

� #0+
G�;h

p;q

= �
i

2�

Z �

0

cos(q� )( r h
m (� ))qd�

p
(3 � x � cos� )(cos� � 1 + x)

�
1

2�

Z �

�

cos(q� )( r h
p (� ))qd�

p
(3 � x � cos� )(1 � x � cos� )

:

(206)

5.2.3 Comp ortemen t pour h petit

On rappelle que dans cette formule, x est �egal �a ! 2h2=2. Si on regarde
p et q comme deux param�etres �x �es et que l'on fait tendre h vers 0, le
point (ph; qh) va tendre vers (0; 0) et l'on peut s'attendre �a ce que Gh

p;q
approche Gr (ph;qh), o�u Gr est la fonction de Green du probl�emecontinu

! 2Gr + � Gr = �

qui est donn�eepar

Gr (r ) = �
i
4

H (1)
0 (! r ); r =

p
x2 + y2;

Au voisinagede r =
p

p2 + q2 h � 0, on utilise le d�eveloppement asympto-
tique (
 est la constante d'Euler)

Gr (r ) = �
1

2�

�
� log(! r ) + log(2) � 
 + i

�
2

�
+ O

�
! r log(

1
! r

)
�

qui montre une singularit �e logarithmique de la fonction que l'on cherche
�a approcher. A partir des formules pr�ec�edentes on va montrer le r�esultat
suivant

Prop osition : Soit Gh
p;q la fonction de Green sortante (c.�a.d. la

suite donn�ee par (206) avec x = ! 2h2=2), alors on a le d�eveloppement
asymptotique

Gh
p;q = �

1
2�

�
� log(! h) + log2 � 
 � Cp;q + i

�
2

�

+ O
�
! 2h2 log( 1

! h )
�

(207)

o�u Cp;q est la suite d�e�nie par

C0;0 = �
3
2

log2 � 


C0;q = C0;0 +
Z 1

� 1

f q(� )
p

(3 � � )(1 + � )
d�

C1;q = 2C0;q �
1
2

C0;q+1 �
1
2

C0;q� 1; (q 6= 0)

Cp;q = 4Cp;q� 1 � Cp+1 ;q� 1 � Cp� 1;q� 1 � Cp;q� 2; 8p � 2

Cp;q = Cj pj ;j qj

(208)

avec

f q(� ) =
�

cos(qu) � 1
cosu� 1

�

=� =cos u
: (209)
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Avant de d�emontrer cer�esultat, on va faire quelquesremarquessur l'in ter-
pr�etation de ce r�esultat. D�e�nissons

Cp;q = e� p;q (210)

les propri �et�es du logarithme nous permettent de r�e�ecrire (207) sous la
forme

Gh
p;q = �

i
4

H (1)
0 (! h� p;q ) + O

�
! 2h2 log

1
! h

�
� Gr (h� p;q ) (211)

Cette �egalit�e signi�e que, �a des termes n�egligeablespr�es, la fonction de
Greendiscr�ete au point (ph;qh) s'identi�e �a la fonction de Greencontinue
�evalu�eesur un rayon � p;q h distinct de (ph;qh). Par exemple

� 0;0h � 0:198506h; � 1;0h � :9549081h; � 2;0h � 1:9469204h

� 3;4h � 5:01416h; � 2;2h � 2:02012
p

2h;
(212)

Apparemment on trouve que

� h
p;q �

p
p2 + q2; si p2 + q2 ! 1 (213)

mais nous ne montrerons pas ici cette conjecture.
Pour montrer la proposition, on commencepar regardercequi sepasse

en p = q = 0. On a

Gh
0;0 = �

i
2�

I h
0;0 �

1
2�

J h
0;0

I h
0;0 =

Z �

0

d�
p

(3 � x � cos� )(cos� � 1 + x)

J h
0;0 =

Z �

�

d�
p

(3 � x � cos� )(1 � x � cos� )
:

(214)

E�ectuons les changements de variables

cos� = �
� 2x + 2 � 2x

� 2x � 2
dans I h

0;0

cos� = �
(6 � 5x + x2)� 2 � 2

(� 2 + x)� 2 � 2
dans J h

0;0

(215)

apr�esquelquescalculs p�enibles,on trouve

I h
0;0 =

Z 1

0

d�
p

(1 � � 2)(1 � � 2x(1 � x=4))

J h
0;0 =

Z 1

0

d�
p

(1 � � 2)(1 � (1 � x=2)2� 2)

(216)

Ces int�egralessont des int�egraleselliptiques de premi�ere esp�ece. on peut
�ecrire

Gh
0;0 = �

i
2�

K

 r

x(1 �
1
4

x)

!

�
1

2�
K

�
1 �

1
2

x
�

; x =
! 2h2

2
(217)
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Le comportement de la fonction elliptique K d'argument petit ou proche
de l'unit �e est connu, [15] pages535 formule 10.3 et 559 formule 10.12. On
obtient

K (u) =
�
2

+ O
�

u2 log
1
u

�
; u � 0

K
�

1 �
1
2

x
�

=
1
2

log
1

1 � (1 � x
2 )2 + 2log2 + O

�
x log

1
x

� (218)

d'o�u l'on d�eduit (207) pour (p;q) = (0; 0) avec C0;0 = � 
 � 3
2 log(2).

Maintenant, on passeaux indices (p;q) de la forme (0; q). On �ecrit

Gh
0;q = Gh

0;0 +
i

2�
~I h
0;q +

1
2�

~J h
0;q

~I h
0;q =

Z �

0

(1 � cos(q� ))d�
p

(3 � x � cos� )(cos� � 1 + x)

~J h
0;q =

Z �

�

(1 � cos(q� ))d�
p

(3 � x � cos� )(1 � x � cos� )
:

(219)

Comme x est suppos�e plus petit que 1, on a les majorations

~I h
0;q �

1
p

2 � x
sup

� 2 [� � ;� ]

�
1 � cosq�
1 � cos�

� Z �

0

1 � cos�
p

cos� � 1 � x
d� (220)

or,

sup
� 2 [� � ;� ]

�
1 � cosq�
1 � cos�

�
= sup

� 2 [� � ;� ]

 
sin2 q�

2

sin2 �
2

!

�
� q2

2
(221)

(le �
2 n'est pas optimal mais nous su�ra ici), et

Z �

0

1 � cos�
p

cos� � 1 � x
d� =

Z 1

1� x

1 � u
p

(u � 1 � x)(1 � u2)
du

�
1

p
2 � x

Z 1

1� x

p
1 � u

p
u � 1 � x

du =
� x

2
p

2

(222)

d'o�u on d�eduit
~I h
0;q = O(x) (223)

Pour traiter ~J h
0;q , on fait le changement de variable � = cos�

~J h
0;q =

Z 1� x

� 1
f p(� )

r
1 � �

1 + x � �
d�

p
(3 � x � � )(1 + � )

(224)

o�u f p(� ) est d�e�ni dans (209) et on e�ectue la d�ecomposition

~J h
0;q =

Z 1

� 1

f q(� )d�
p

(3 � � )(1 + � )
+ J h

1 + J h
2 + J h

3 (225)

avec

J h
1 =

Z 1� x

� 1

f q(� )
p

1 + �

r
1 � �

1 � x � �

�
1

p
3 � x � �

�
1

p
3 � �

�
d�

J h
2 =

Z 1� x

� 1
f q(� )

� r
1 � �

1 � x � �
� 1

�
d�

p
(3 � � )(1 + � )

J h
3 = �

Z 1

1� x

f q(� )
p

(3 � � )(1 + � )
d�

(226)
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La majoration (221) permet d'obtenir

sup
� 2 [� 1;1]

�
f q(� )

p
1 � �

�
�

p
2

q2�
2

sup
� 2 [� 1;1]

�
1

p
3 � x � �

�
1

p
3 � �

�
�

1
p

2 � x
�

1
p

2
�

x
2

(227)

d'o�u

J h
1 �

p
2

q2�
4

x
Z 1� x

� 1

d�
p

(1 � x � � )(1 + � )
=

p
2

q2� 2

4
x (228)

de mêmeon a facilement

jJ h
3 j �

q2�
2

sup
� 2 [1� x; 1]

1
p

(3 � � )(1 + � )

Z 1

1� x
d� =

q2�
2

x
p

4 � x2
(229)

Le plus d�elicat est le terme en J h
2 . On commencepar la majoration

J h
2 � sup

� 2 [� 1;1� x ]

f q(� )
p

3 � �
A(x) �

q2�
2
p

2 � x
A(x)

A(x) =
Z 1� x

� 1

� p
1 � �

p
1 � x � �

� 1
�

d�
p

1 + �

(230)

On d�ecoupe A(x) en deux morceaux, on a
Z 0

� 1

� p
1 � �

p
1 � x � �

� 1
�

d�
p

1 + �

� sup
� 2 [� 1;0]

� p
1 � �

p
1 � x � �

� 1
� Z 0

� 1

d�
p

1 + �
= 2

�
1

p
1 � x

� 1
� (231)

et
Z 1� x

0

� p
1 � �

p
1 � x � �

� 1
�

d�
p

1 + �

� sup
� 2 [0;1]

�
1

p
1 + �

� Z 1� x

0

 
1 � �

p
(1 � � )(1 � x � � )

� 1

!

d�

(232)

Le sup vaut 1 et l'in t�egralesecalcule �a la main, on trouve

T =
Z 1� x

0

(1 � � )d�
p

(1 � � )(1 � x � � )
=

Z 1� x

0

(1 � � )d�
p

� 2 � 2� (1 � x
2 ) + 1 � x

(233)
soit

T = �
1
2

Z 1� x

0

2� � 2(1 � x
2 )

p
� 2 � 2� (1 � x

2 ) + 1 � x
d�

+
x
2

Z 1� x

0

d�
p

� 2 � 2� (1 � x
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(234)

ou encore

T = �
hp

(1 � � )(1 � x � � )
i 1� x

0
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Finalement

A(x) � 2
�

1
p

1 � x
� 1

�
+

p
1 � x +

x
2

argcosh(
2
x

� 1) � 1 + x (236)

Un d�eveloppement limit �e donne alors

A(x) =
1
2

x log
1
x

(1 + o(1)) (237)

Finalement, J h
1 et J h

2 sont asymptotiquement petits comme x et J h
2 est

petit d'ordre x log 1
x . En injectant cesr�esultats dans (225), on obtient le

d�eveloppement pour ~Jh qui joint au d�eveloppement (223) pour ~I h donne
le d�eveloppement pour Gh

0;q via (219).
A partir du comportement asymptotique pour Gh

0;q , on d�eduit facile-
ment par r�ecurrenceles formules pour Gh

p;q quelquonques. En e�et, on
a

! 2h2Gh
p;q +

�
Gh

p;q� 1 + Gh
p;q+1 + Gh

p� 1;q + Gh
p+1 ;q � 4Gh

p;q

�
= � p

0 � q
0 : (238)

En particulier par sym�etrie,

! 2h2Gh
0;q +

�
2Gh

1;q + Gh
0;q� 1 + Gh

0;q+1 � 4Gh
0;q

�
= � q

0 : (239)

On peut ainsi d�eduire le comportement asymptotique de Gh
1;q a partir de

celui des Gh
0;q Le terme en ! 2h2Gh

0;q �etant n�egligeable,on tombe sur le
d�eveloppement annonc�e.

Le d�eveloppement relatif �a (p;q); q � 2 sed�eduit de la mêmemani�ere
�a partir de celui des Gh

p� 1;q et Gh
p� 2;q . En�n, le cas q < 0 s'obtient

imm�ediatement par sym�etrie.

6 Exp �eriences num �eriques

Nouspr�esentons et analysonsdanscette sectiondesr�esultatsd'exp�eriences
num�eriques 2-D et 3-D. Pour ces exp�eriences,on a utilis �e un code 2-D
d'�equation desondesdiscr�etis�eepar le sch�emaclassique�a 5 points que l'on
a compl�et�e par desconditions absorbantes d'ordre �elev�e sur lesbords ainsi
qu'aveclesmodi�cations apport �eespar lesdi� �erents sch�emaspour le �l. Le
code3-D estun sch�emadeYeeclassique,aveccouchesdeB�erengerenguise
de conditions absorbantes, et augment�e desquelques�etapesn�ecessaires�a
la prise en compte du �l.

La section est organis�ee se la mani�ere suivante. On commencepar
analyser les valeurs de l'inductance arti�cielle pour di� �erents choix de
fonctions � � , ou telle que celles donn�eespar Holland, en les comparant
syst�ematiquement �a la valeur optimale obtenue th�eoriquement (section
6.1). Puis, apr�esavoir d�ecrit lesconditions exp�erimentales dessimulations
du casbidimensionnel, (section 6.2), on regardesuccessivement les points
suivants :

� In
uence de la grosseurdu �l (section 6.3)

� In
uence de l' inductance arti�cielle (section 6.4)

� In
uence de la position du �l par rapport au maillage (section 6.5)

� In
uence de l' �etalement de la fonction � � (section 6.6)
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Les conclusionsque nous d�egagerons(cf, section 6.7) sont les suivantes

1. Le sch�ema de Holland sou�re de probl�emesde stabilit �e qui le rend
inop�erant dans le casde �ls trop �epais,ce qui n' est pas le caspour
le nouveau sch�ema.

2. Le choix de la valeur th�eorique (131) pour l' inductance arti�cielle
est crucial pour obtenir une pr�ecisioncorrecte.

3. Si ce choix est retenu, l' erreur relative sur le courant est de l' ordre
de 1 �a quelquespour cent dans les cas les plus di�ciles.

Faute de temps, le castridimensionnel n'a pas donn�e lieu �a une �etude
aussi pouss�ee. N�eanmoins, les deux exp�eriencesnum�eriques pr�esent�ees
(section 6.8) montrent desr�esultats tout �a fait comparables�a ceuxobtenus
par desm�ethodesder�ef�erence(�equationsint�egralessurfaciquesou �laires).

6.1 Questions relativ es �a l'inductance

6.1.1 Comparaison du L � avec l'inductance optimale

Il a �et�e d�emontr �e dans les sections pr�ec�edentes que si l'inductance L �

�etait di� �erente d'une valeur, not�ee par la suite L opt , alors une erreur
syst�ematiqueexistait entre mod�elenum�eriqueet mod�elecontinu. La valeur
de L opt est donn�eepar

L opt =
� 0

2�

�
log

h
a

+ K �;h
�

(240)

o�u K �;h est d�e�ni par l' �equation (125).
Nous allons dans un premier temps regarder s'il existe un type de

fonctions � � permettant de r�ealiser la condition L � = L opt . La fonction � �

doit en particulier v�eri�er les relations suivantes

8
>><

>>:

2�
Z 1

0
� � (r )r dr = 1 (1)

L � =
� 0

2�

Z

S
� � (r ) log(

� r
a

�
ds = L opt (2)

(241)

Nous allons par la suite consid�erer deux typesde fonctions qui sont not�ees

� � � 1(r ) d�e�nie unecouronneentre [a; R], positiveet lin�eairepar morceaux.
Son graphe est donn�e par la �gure 1. On remarque qu'une fois R
�x �e, la pente de � � 1(r ) est donn�eepar l' �equation (241-1). Il va donc
s'av�erer di�cile de r�ealiser l' �equation (241-2).

� � � 2(r ) d�e�nie sur la couronne entre [a; R] et lin�eaire par morceaux.
Son graphe est donn�e par la �gure 2. Les deux param�etres r 1 et r2

vont donc être ajust�espour r�ealiser les deux �equations (241).

Pla�consnous dans le caso�u le �l est positionn�e sur un noeud du maillage.
Seul un coe�cien t de B �;h est non nul et l'inductance L opt vaut

L opt =
� 0

2�

�
log

�
h
a

�
�

3
2

log2 � 

�

(242)

avec 
 la constante d'Euler.
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Figure 3: Inductance en fonction du rapport
a
h

lorsque le �l est positionn�e sur

un noeud du mail lage ( -:L � , ...: avec � � 1(r ), - . :avec � � 2(r ))

La �gure 3 donne les valeurs de l'inductance L opt en trait-plein. Les
courbes en pointill �e sont r�ealis�eespour des fonctions � � 1(r ) pour deux
valeurs de R (cf tableau (243)). d

courbe fonction R=h r 1=h r2=h

trait fonc�e en pointill �e � � 1 1:5
trait fonc�e en discontinu � � 2 1:5 0:98 1:
trait clair en pointill �e � � 1 3=4
trait clair en discontinu � � 2 3=4 0:3 0:36

(243)

On remarque que l'inductance n'est jamais �egale�a L opt . Les courbes
en trait discontinu donnent l'inductance L � dansle casdesfonctions � � 2(r )
pour deux valeurs de R. On remarque qu'il est possiblede r�ealiserL � =
L opt pour un rapport a=h = 0:1. Mais apparemment d�es que le rapport
a=h change, il est n�ecessairede changer de fonction � � 2 pour continuer �a
assurerL � = L opt .

Pla�cons dans le cas o�u le �l est positionn�e au milieu d'une maille.
A ce moment l�a , seuls quatre coe�cien ts sont non nuls et valent 0:25.

L'expression de L opt vaut L opt =
� 0

2�
log

0:7178 h
a

. Les r�esultats sont

donn�espar la �gure 4 et par le tableau 244

courbe fonction R=h r 1=h r2=h

trait fonc�e en pointill �e � � 1 1:5
trait fonc�e en discontinu � � 2 1:5 0:73 1:05
trait clair en pointill �e � � 1 3=4
trait clair en discontinu � � 2 3=4 0:2 0:71

(244)

Remarquons d'abord que la courbe d�ecrivant L opt di� �ere sur les deux
�gures 3 et 4. Ainsi pour un rapport h=a = 0:1, on trouve que L opt vaut
0:1091� 0 (resp. 0:3117� 0) dans le caso�u le �l est positionn�e sur un noeud
(resp. dans le cas o�u le �l est au centre d'une maille). La valeur de L opt

d�epend de la position du �l.
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Figure 4: Inductance en fonction du rapport
a
h

lorsque le �l est positionn�e au

milieu d'une mail le (-: L � , ...: avec � � 1(r ), -.:avec � � 2(r ))

Notons qu'il est possiblede r�ealiserla condition L � = L opt si la fonction
� � est la forme � � 2. Cependant, la fonction � � 2 est di� �erente dans les deux
castrait �es. Elle d�epend de la position du �l sur le maillage.

Conclusion: on peut donc conclure qu'il existe bien des fonctions
permettant d'approcher la massede Dirac et v�eri�an t L � = L opt . Mais
ces fonctions d�ependent de la position du �l sur le maillage. On verra
cependant qu'en pratique, une fois l'approximation de la massede Dirac
d�e�nie et la position du �l �x �ee,il su�t de prendre commeinductance la
valeur L opt pour obtenir desr�esultats satisfaisants. Cette valeur peut être
di� �erente de L � = 1

2�

R
S � � (r ) log(

�
r
a

�
ds.

6.1.2 Comparaison des inductances de Holland et de l'inductance
optimale

Rappelonsque le mod�elede Holland [8] est lui aussibas�esur l'in tro duction
d'une inductance liant le courant et le champ autour du �l. Remarquons
que cette inductance ne d�epend que du rapport h=a. Regardonssi cette
inductance est capable de r�ealiser L holl = L opt . Pour cela, comparons
cette inductance intro duite dans le mod�ele de Holland avec la valeur de
l'inductance optimale L opt . Deux expressionsd'inductance choisiespour
le mod�ele de Holland ont �et�e retenues

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

L holl 1 =
� 0

2�

�
h2

h2 � 4a2 log
h
2a

�
1
2

�
(1)

L holl 2 = � 0

�
1

2�
log

�
h

p
2a

�
+

a2

4h2

�

�

 
1

2�
log

 p
2

0:6

!

+
0:62

16

!

(2)

(245)

Pla�cons nous dans le cas particulier o�u le �l est positionn�e au sommet
(k; l ). La �gure 5 donne les valeurs de l'inductance dans les trois cas. On
remarqueque la valeur de l'inductance obtenue L opt est compriseentre les
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a
h
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Figure 6: Inductance en fonction du rapport
a
h

(...: L opt, - - : L hol l1 , -:L hol l2)

deux valeurs L holl 1 et L holl 2 et que par cons�equence,les deux expressions
de L holl ne satisfont jamais L = L opt . Regardonscomment cesconclusions
varient en fonction de la position du �l.

Pla�consnous maintenant dans le caso�u le �l est positionn�e au centre
d'une maille. La �gure 6 donne les trois valeurs de l'inductance. Dans ce
cas, L opt est toujours inf�erieure aux deux valeurs donn�eespar le mod�ele
de Holland. Lesmêmesconclusionsquedans le caspr�ec�edent peuvent être
d�eduites.

Conclusion: dans les deux cas trait �es, il est impossiblede r�ealiser la
condition L holl = L opt . Il va donc en r�esulter une erreur syst�ematique
sur le courant calcul�e par le mod�ele de Holland. C'est ce que nous allons
d�emontrer dans le paragraphesuivant.

Nous allons maintenant intro duire quatre mod�elesnum�eriquesqui per-
mettent de mod�eliser l'in teraction entre un champ �electromagn�etique et
un �l, d�e�nis de la mani�ere suivante
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- mod�ele H oll1 est le mod�ele de Holland o�u l'inductance L v�eri�e
l' �equation (1-245)

- mod�ele H oll2 est le mod�ele de Holland o�u l'inductance L v�eri�e
l' �equation (2-245)

- mod�ele F ict 1 est d�ecrit par les �equations o�u la massede Dirac est
approch�eepar � � 1

- mod�ele F ict 2 est le mêmeque ce pr�ec�edent mais la massede Dirac
est approch�eepar � � 2 avec de plus L � = L opt

Pr�ecisonsque dans le casbi-dimensionnel, les mod�elesH oll1 et H oll2
sont d�ecrits par le sch�ema(156) avecB �;h donn�e par (87). Ils ne di� �erent
que par leur inductance arti�cielle. Les sch�emasF ict 1 et F ict 2 s'appuient
eux sur le sch�emade discr�etisation en temps (157), la matrice de couplage
B �;h �etant calcul�eevia (83).

Nousallonsmaintenant comparercesquatre mod�eleset tenter der�epondre
aux questionssuivantes

- quel est le rôle du rayon et l'in
uence du rapport a=h

- quelle est l'in
uence de la position du �l par rapport au maillage

- quel est le rôle jou�e par l'inductance L �

A�n de r�epondre �a ces questions, nous allons comparer les valeurs du
courant obtenus �a cellesdu cascontinu. Plus pr�ecis�ement, dans les para-
graphes suivants, les valeurs des transform�ees de Fourier des courants
obtenus par cesquatre mod�elesvont être compar�ees�a la valeur du courant
donn�e par le mod�ele continu soit

i! I stat (! ) =
~einc (! )

� 0
i
4 H 1

0 ( ! a
c0

)J0( ! a
c0

)
(246)

Cette valeur sera dite pour simpli�er \v aleur de l'approximation quasi-
statique" et seranot�eeI stat .

6.2 Conditions exp�erimen tales dans le cas bidimen-
sionnel

Nous allons dansun premier temps nousplacer dans le casbidimensionnel
et �etudier la di�raction d'une onde �electromagn�etique par un petit disque
de rayon a. Ce disque est �eclair�e par une onde plane dont la d�ependance
en temps g(t) est donn�eepar

g(t) =
d
dt

�
exp

�
�

�
� Fp(t � 1=Fp)2���

(247)

Dans tous les r�esultats num�eriquesmontr �es,Fp est prise �egale�a 37:5M hz.
Cette fonction est repr�esent�ee par la �gure (7). La longueur d'onde la
plus petite contenue dans le signal g(t) est de l'ordre de � min = 4m. Le
pas en espaceh est choisi tel que h = � min =10. Nous avons choisi des
conditions absorbantes d'ordre �elev�e pour borner le domaine de calcul.
Avant de comparer les mod�elesd�ecrits pr�ec�edemment, nous allons dans le
paragraphesuivant d�ecrire le calcul de la matrice B �;h .
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Figure 7: fonction g(t) et sa transform�eede Fourier

6.2.1 Calcul de la matrice de couplage champ �electrique
couran t

La matrice ligne qui couple le courant �electrique et le champ est donn�ee
par

�
B �;h � i;j

=
ZZ

' h
i;j (x; y)� � (x � x f ; y � yf )dxdy (248)

le support decette int�egraleest l'in tersectionentre le support de la fonction
� � (r ) et le support desfonctions de base' h

i;j (i.e les quatre carr�esdont un
des sommetsest le point (ih; j h)). Le calcul des coe�cien ts (B �;h ) i;j est
r�ealis�e en deux �etapes

� calcul du support de l'in t�egrale. On d�etermine l'in tersection de
chaquecarr�e qui composele support de ' h

i;j avecle support de � � (r ).
Notons pour la suite cette intersection

�
� l

i;j

�
l =1 ;2;3;4

.

� int�egration num�erique par exempleint�egralede Riemann

On obtient donc

�
B �;h � i;j

�
l =4X

l =1

N r iemX

p=1

' h
i;j (x i

p; yl
p)� � (x l

p; yl
p)� S (249)

o�u N r iem est le nombre de points de Riemann et o�u (x l
p; yl

p) sont lespoints
de Riemann appartenant �a � l

i;j
Remarque La matrice colonnetranspos�eede cette matrice ligne n'est

autre qu'un champ discret concentr �e autour du �l et qui approche une
massediscr�ete de 1.

6.3 In
uence de la grosseur du �l �a inductance et po-
sition du �l �x �es

Dans un premier temps, le disqueest positionn�e sur un point du maillage.
Deux cassont consid�er�esselon la valeur du rayon du �l.
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6.3.1 Cas du rayon de �l petit devant le pas de grille

Nous allons consid�erer un disque de rayon not�e a tel que a = h=10. Le
rayon de la couronneR est pris �egal �a 6h

10 . Dans le casdesmod�elesF ict , le
pasen tempsestpris �egal�a hp

2c0
demani�ere�a assurerla CFL. En revanche,

pour les mod�elesde Holland, � t est choisi �egal �a h
2

p
2c0

= 1
2 � tF ict pour

assurer la stabilit �e. Les valeurs de r 1 et r2 qui d�e�nissent la fonction
� � 2(r ) ont �et�e choisis �egaux �a r 1 = 0:33 h et r 2 = 0:52 h. Les valeurs des
inductancessont donn�eespar la tableau suivant

Mod�eles

H oll1 H oll2 F ict 1 F ict 2

L � 0:2906 0:1548 0:1587 0:3452
L opt 0:1091 0:1091 0:2646 0:3452

(250)

Dans le casdesmod�elesF ict 1 et F ict 2, seulsneuf coe�cien ts de la matrice
B �;h sont non nuls. Les valeurs de la d�eriv�ee du courant en fonction du
temps sont donn�eespar la �gure 8. Les courbes en trait discontinu (i.e:
-.) (resp. en trait pointill �e et en trait discontinu (i.e: - -)) repr�esentent
les valeurs du courant obtenuesdans le cadre desmod�elesF ict 1 et F ict 2

(resp. H oll1 et H oll2). On remarque que les mod�eles choisis in
uen t
sur la valeur des extrema de cescourants. Mais cesquatre courbes sont
relativement prochesles unesdesautres. Les valeurs des�energiesd�e�nies
par

E(t) =
1
2

Z


 cal

1
c2

0
j@t E � j2dx +

� 0

2
L � _I 2; F (t) =

� 0

2
L � _I 2: (251)

sont donn�eespar la �gure 9 pour l'exp�erienceF ict 2. On remarque que
l' �energiecontenue dans le domaine de calcul 
 cal commencepar crô�tre
au fur et �a mesureque l'onde incidente entre dans le domaine de calcul,
puis atteint un palier pour en�n d�ecrô�tre, l' �energie�etant dissip�eepar les
bords absorbants.
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Figure 9: �energie en fonction du temps ( -: energie totale E(n� t,- -:�energie
�laire F (n� t)

La transform�eede Fourier de la d�eriv�eedu courant est donn�eepar la
�gure 10. Cette fonction est compar�ee �a l'approximation statique I stat .
L'erreur relative entre les transform�eesdes courants correspondants aux
di� �erents mod�eleset la valeur statique est donn�eepar la �gure 11.

On remarqued'abord queleserreursrelativescroissent avecla fr�equence.
C'est l'e�et de dispersion.

Si on compareuniquement lesdeux courbesobtenuespour les mod�eles
de H oll , on observe principalement deux r�esultats

� les erreurs relatives pour les deux mod�eles de H oll varient �a peu
pr�esde la mêmefa�con et approximativ ement de mani�ere lin�eaire en
fonction de la fr�equence(au moins �a bassefr�equence).

� l'erreur relative obtenue dans le cadre du mod�ele de H oll2 est plus
faible.

Les deux mod�elesH oll ne v�eri�an t pas la condition L = L opt , cr�eent une
erreur syst�ematique sur la transform�eede Fourier du courant qui secom-
porte commel'in versede log(f a) (soit �a bassefr�equencecommef ). C'est
pourquoi on observe une erreur relative qui croit �a peu pr�es lin�eairement
en �echelle log. De plus, la condition L = L opt est moins bien v�eri� �eedans
le cadre du mod�ele H oll1, ce qui explique que l'erreur relative soit plus
grande. Les erreurs relativesdans le cadre desmod�elesde H oll sont tou-
jours sup�erieures�a celleobtenue pour le mod�eleF ict 2. Elles sont au mieux
de l'ordre de 10%. De plus, elles ont n�ecessit�e d'it �erer sur un plus grand
nombre de pas de temps pour un même temps de simulation (condition
CFL plus faible).

On remarquequele mod�eleF ict 1 conduit �a deserreursbien sup�erieures
�a cellesobtenuesdans le cadre du mod�ele F ict 2. Or, si on regardeatten-
tiv ement cesdeux mod�eles,on s'aper�coit qu'une di� �erenceessentielle entre
les deux est le choix de l'inductance L � . La condition L � = L opt n'est pas
v�eri� �eedans le cadre du mod�ele F ict 1.

On note aussi que l'erreur relative pour le mod�ele F ict 2 change de
comportement �a haute fr�equenceet semble varier de mani�ereparabolique.
En e�et, dans le cadrede cemod�ele , la condition L = L opt est v�eri� �ee, et
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Figure 10: Module de la transform�ee de Fourier de la d�eriv�ee du courant en
fonction de la fr�equencepour les di� �erents mod�eles(-: valeur statique, -.: F ict
,- -:H oll2,...: H oll1)
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Figure 11: Erreur relative en pourcentage sur les transform�ee de Fourier du
courant en module en fonction de la fr�equence( -: mod�ele F ict 2, -. : mod�ele
F ict 1,....: mod�ele H oll1,- -: mod�ele H oll2)
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la relation champ incident -courant est identique dans le cadre du mod�ele
continu et discret �a destermes de l'ordre de f 2log(f ).

En conclusion,le tableau suivant permet der�esumerlesr�esultatsobtenus

Mod�eles

H oll1 H oll2 F ict 1 F ict 2

R = 6h=10 R = 6h=10

r1 = 0:35 h

r2 = 0:57 h

� t
h

2
p

2

h

2
p

2

h
p

2

h
p

2

L � 0:2906 0:1548 0:1587 0:3452

L opt 0:1091 0:1091 0:2646 0:3452
erreur relative
moyenne 22% 7% 15% 1%

(252)

On note que dans le cadredu mod�eleF ict 2, une erreur relative de1%a pu
être obtenue.

Nousallons faire varier la taille du rayon pour �etudier sonin
uence sur
les r�esultats pr�ec�edents

6.3.2 Cas du rayon de �l de l'ordre du pas de grille

Nousavonsconsid�er�eun disquede rayon a = h=2. Le rayon de la couronne

R est pris �egal �a
3h
4

. Le choix de pas en temps � t est identique �a celui

pris dans le paragraphepr�ec�edent.
Les valeurs de r 1 et r2 qui d�e�nissent la fonction � � 2(r ) ont �et�e pris

�egaux �a r 1 = 0:6 h etr2 = 0:65 h.
Les valeurs desinductancessont donn�eespar le tableau suivant

Mod�eles

H oll1 H oll2 F ict 1 F ict 2

L � 0:06751 � 0:04130 0:00656 0:119

= L opt

L opt 0:1091 0:1091 0:0844 0:119
erreur relative
moyenne 34% - 14% 1%

(253)

On remarquequel'inductance obtenuepour le mod�eleH oll2 estn�egativeet
le sch�emadevient instable. Num�eriquement, on a observ�ecette instabilit �e.
Aucun r�esultat n'a donc pu être obtenu dans le cadre de ce mod�ele.
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Figure 12: Module de la transform�ee de Fourier de la d�eriv�ee du courant en
fonction de la fr�equencepour les di� �erents mod�eles(-: valeur statique, -.: F ict
,- -:H oll2,...: H oll1)

On note que les valeurs de l'inductance sont plus faibles que dans le
cas pr�ec�edent (cas du rayon plus petit d�ecrits dans 250) et que la valeur
de l'inductance pour le mod�ele F ict 2 est toujours la plus importante.

Dans le cas des mod�eles F ict 1 et F ict 2, seuls neuf coe�cien ts de la
matrice B �;h sont non nuls.

Les courbes 12 et 13 donnent les valeurs des transform�eesde courant
et des erreurs relativespour les trois mod�elesF ict 1, F ict 2 et H oll1. Les
conclusionssont lesmêmesquecellesdu paragraphepr�ec�edent. En partic-
ulier, on remarquequele mod�eleF ict 2 fournit la plus petite erreur relative
(qui est inf�erieure �a 1%).

En conclusion:

- Les erreurs relativesdans le cadredesmod�elesde H oll sont toujours
sup�erieures�a celleobtenuepour le mod�eleF ict 2. Ellessont comprises
entre 30%et 10%. Lessch�emaspropos�esnesont pastoujours stables.
L'obtention desr�esultatsa n�ecessit�ed'it �erer sur destemps plus longs.

- Tous les mod�elesne v�eri�an t pas la condition L = L opt cr�eent une
erreur syst�ematique sur la transform�eede Fourier du courant. Cette
erreur est d'autant plus importante que l' �ecart entre les valeurs de
L � et L opt est grand.

- Si la condition estv�eri� �eealorson observeuneerreur relativemoyenne
de l'ordre de 1%.

Rappelonsque les mod�elespr�esent�esd�ependent du choix d'une induc-
tance L � . Les exemplesnum�eriquesd�ecrits pr�ec�edemment ont permis de
conclurequela valeur de cette inductance in
ue �enorm�ement sur la qualit �e
desr�esultats. En e�et, si la relation L � = L opt est v�eri� �ee,une erreur rel-
ative de 1% est obtenue. On a not�e dans le paragraphe,qu'il �etait di�cile
de d�e�nir une approximation de la massede Dirac v�eri�an t la condition

L � =
� o

2�

Z

S
� � (r )log(

� r
a

�
ds = L opt . quelquesoit la position du disque et

quelquesoit son rayon. Dans le paragraphesuivant, nous allons observer
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Figure 13: Erreur relative en pourcentage sur la transform�ee de Fourier du
courant en module en fonction de la fr�equencepour les di� �erents mod�eles (-
:F ict 1, ....:H oll1,-.:F ict 2)

lesr�esultatsobtenus lorsque,une fois l'approximation de la massede Dirac
d�e�nie et la position du disque�x �ee,on imposecommeinductancela valeur
L opt .

6.4 In
uence de l'inductance

Dans un premier temps, le disqueest positionn�e sur un point du maillage.

6.4.1 Cas du rayon de �l petit devant le pas de grille

Nous avons consid�er�e un disque de rayon not�e a tel que a = h=10. Le

rayon de la couronneR est pris �egal �a
6h
10

. Le choix du pas de temps � t

est identique au caspr�ec�edent.
On va consid�erer les quatre cassuivants

Mod�eles

H oll2 F ict 1 H ollcor r F ict 1;cor r

L h 0:1548 0:1587 0:1091 0:2646

= L opt = L opt

(254)

Dans les deux derniers cas,on impose�a l'inductance de valoir exactement
la valeur optimale donn�eepar l' �equation (240). La transform�eede Fourier
du courant est donn�ee par la �gure 14. L'erreur relative entre les trans-
form�eesde courant pour lesdi� �erents mod�eleset la valeur I stat est donn�ee
par la �gure 15. Les erreurs relatives moyennessont de l'ordre de 7%
(resp. 15%) pour le casH oll2 (resp. pour le casF ict 1). Mais lorsque l'on
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Figure 14: Module de la transform�ee de Fourier de la d�eriv�ee du courant en
fonction de la fr�equencepour les di� �erents mod�eles (- : valeur statique, ...:
H ollcorr et F ict corr ,- -:H oll2, -. :F ict 1)
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Figure 15: Erreur relative en pourcentage sur la transform�ee de Fourier du
courant en module en fonction de la fr�equencepour les di� �erents mod�eles(-:
F ict corr , ...:H ollcorr , -.:F ict 1, - - :H oll2)
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Figure 16: Module de la transform�ee de Fourier de la d�eriv�ee du courant en
fonction de la fr�equencepour les mod�eles (-: valeur statique, - .: F ict corr ,-
-:F ict 1,...:H oll )

impose�a l'inductance la valeur L opt (i.e mod�elesF ict cor r et H ollcor r ), les
erreurs relativeschutent et sont de l'ordre de 1%.

On peut observer le même ph�enom�ene lorsque le rayon est de l'ordre
du pas de la maille h.

6.4.2 Cas du rayon de �l de l'ordre du pas de grille

Nous avonsconsid�er�e un disquede rayon not�e a tel que a = h=2. Le rayon

de la couronneR est pris �egal �a
3h
4

.

On va consid�erer les quatre cassuivants

Mod�eles

H oll1 F ict 1 H ollcor r F ict 1;cor r

L h 0:06751 0:00656 � 0:1470 0:0844

= L opt = L opt

(255)

Remarquons que L holl;cor r est n�egative. De plus, on n'observe aucune
convergencedesr�esultats.

La transform�ee de Fourier du courant et les erreurs relatives sont
donn�eespar les �gures 16 et 17. On observe une erreur relative moyenne
de l'ordre de 3:5% pour le casF ict cor r .

Conclusion: on note qu'une fois l'approximation de la massede Dirac
d�e�nie et la position du disque �x �ee, si on imposecomme inductance la
valeur L opt , les erreurs relativessont de l'ordre de quelquespour cent. Ce
r�esultat est ind�ependant de la taille de rayon.

De plus, les r�esultats obtenus sont comparables�a ceux obtenus dans le
caso�u la valeur L � v�eri�e L � = � o

2�

R
S � � (r )log(

�
r
a

�
ds = L opt .
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Figure 17: Erreur relative en pourcentage sur la transform�ee de Fourier du
courant en module en fonction de la fr�equence(...:H oll ,-:F ict ,{: F ict corr )

Dans les paragraphessuivants, une fois la position du �l �x �ee, une
approximation de la massedeDirac serachoisieet la valeur de l'inductance
seraprise �egale�a L opt .

Regardons maintenant comment varient les r�esultats pr�ec�edemment
obtenus lorsque la position du disque est chang�ee.

6.5 In
uence de la position du �l

6.5.1 Cas du rayon de �l petit devant le pas de grille

Nous avons consid�er�e un disque de rayon not�e a tel que a = h=10. Le

rayon de la couronne R est pris �egal �a
h
10

. Le choix du pas de temps

� t est identique aux caspr�ec�edents. Le disque est maintenant positionn�e
au milieu d'une maille. Seulsquatre coe�cien ts B �;h

l;k sont non nuls et
valent 0:25.

Le tableau suivant r�esumeles valeurs desinductanceschoisies.

Mod�eles

H oll1 H oll2 F ict 1 F ict cor r ;1

L � 0:2906 0:1548 0:132 0:3140

= L opt

L opt 0:3140 0:3140 0:314 0:3140
erreur relative
moyenne 3% 28% 45% 1%

(256)

Lescourbes18et 19 donnent lesvaleursdestransform�eesde courant et des
erreurs relativespour les trois mod�elesF ict 1, F ict 2 et H oll1. Les mêmes
conclusions que pr�ec�edemment restent valables. Regardons comment
�evoluent cesr�esultats si on augmente le rayon du disque.
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Figure 18: Module de la transform�eedeFourier de la d�eriv�eedu courant en fonc-
tion de la fr�equencepour lesdi� �erents mod�eles( -: statique ,- -:H oll 2,...:H oll1,-
.:F ict 1;cor r , - - :F ict 1)
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Figure 19: Erreur relative en pourcentage sur la transform�ee de Fourier du
courant en module en fonction de la fr�equencepour les di� �erents mod�eles(...:
H oll1, - - :H oll2, -: F ict 1; -.:F ict 1;cor r )
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Figure 20: Module de la transform�ee de Fourier de la d�eriv�ee du courant en
fonction de la fr�equencepour les di� �erents mod�eles ( -: statique ,...:H oll 1,-
.:F ict 1;cor r , - - :F ict 1)

6.5.2 Cas du rayon de �l de l'ordre du pas de grille

Nous avons consid�er�e un disque de rayon not�e a tel que a = h=2. Le

rayon de la couronne R est pris �egal �a
3h
4

. Le choix du pas de temps

� t est identique au cas pr�ec�edents. Le disque est maintenant positionn�e
�a (h=4; h=4) d'un noeud du maillage. Seulsneuf coe�cien ts de B �;h sont
non nuls.

Le tableau suivant r�esumeles valeurs desinductanceschoisies.

Mod�eles

H oll1 H oll2 F ict 1 F ict 1;cor r

L � 0:0675 � 0:04130 0:00656 0:0794

= L opt

L opt 0:3140 0:3140 0:314 0:3140
erreur relative
moyenne 12% - 12% 3%

(257)

Les courbes 20 et 21 donnent les valeurs des transform�eesde courant et
des erreurs relatives pour les trois mod�eles F ict 1, F ict 2 et H oll1. Less
conclusionssont une fois de plus les mêmes.

Nous allons regarder dans le paragraphesuivant comment cesconclu-
sionssont modi� �eessi le support de � � (r ) est modi� �e.

6.6 In
uence de l' �etalemen t de la fonction � �

Nous avonsconsid�er�ede nouveaule casdu disquede rayon faible (cf para-
graphe1.1.1). a est pris �egal �a h=10. On fait varier le rayon de la couronne
R. On va imposer la relation L � = L opt pour tous les cas.
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Figure 21: Erreur relative en pourcentage sur la transform�ee de Fourier du
courant en module en fonction de la fr�equencepour les di� �erents mod�eles(...:
H oll1, -: F ict 1; -.:F ict 1;cor r )

Mod�eles

R/h 1=10 2=10 1=2 1

L opt 0:1680 0:1873 0:2469 0:3221

erreur relative
moyenne 1:4% 1:4% 1:32 1:31

(258)

Les erreurs relativessont du mêmeordre de grandeur. On note seulement
qu'elles sont l�eg�erement plus importantes dans le caso�u la fonction � � est
peu �etal�ee.

On observe les r�esultats lorsque le rayon du disqueest plus important.

6.7 Conclusions pour le cas bi-dimensionnel

En conclusion: Les sch�emasconstruits �a l'aide du mod�elesde Holland
sesont av�er�esne pas être toujours stables. Il est de toute fa�con n�ecessaire
de choisir un pas de temps plus petit que celui d�etermin�e �a partir de la
condition de CFL. Et même lorsque le pas en temps est tr �es faible, il se
peut qu'il n'y ait pas convergencedes r�esultats en particulier lorsque le
rayon du �l est important. Les erreurs relatives induites par cesmod�eles
sont toujours assez�elev�eeset sont de l'ordre de 20%. Elles sont toujours
sup�erieures�a cellesobtenuesdans le cadre desmod�elesF ict .

En revanche, les mod�elesF ict ont permis de garder le pas en temps
d�eduit de la condition de CLF usuelle . D�es que cette condition est
remplie et que l'inductance est positive, les r�esultats num�eriquesobtenus
pour les mod�elessont toujours stables quelle que soit la taille du �l. Ils
entra �̂nent des erreurs relatives de l'ordre de 10% lorsque la valeur de
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Figure 22: fonction g(t) et sa transform�eede Fourier

l'inductance est di� �erente de la valeur L opt . Ceserreurs augmentent avec
la fr�equencede mani�ere lin�eaire. Dans le caso�u la valeur L opt est retenue
pour l'inductance, les erreurs relatives chutent et sont de l'ordre de 1%.
Ces conclusionssont valables quelque soit la taille du �l et quelque soit
la position du �l. Nous allons voir maintenant comment cesconclusions
varient dans le cadre d'un probl�emeen dimension trois.

6.8 Deux r �esultats num �eriques dans le cas tridimen-
sionnel

Nous allons maintenant nous placer dans le castridimensionnel et �etudier
la di�raction d'une onde �electromagn�etique par un �l. Le �l est suppos�e
parall�ele �a un desaxessoit l'axe oy. Sa longueur est not�eeb et son rayon
a. Ce �l est �eclair�e par une onde plane dont la d�ependanceen temps g(t)
est donn�eepar

g(t) = exp
�
�

�
2Fpt � 3)2��

(259)

Dans tous les r�esultats num�eriquesmontr �es, Fp est prise �egale�a 10Ghz.
Cette fonction est repr�esent�ee par la �gure (22). La longueur d'onde la
plus petite contenue dans le signal g(t) est de l'ordre de � min = 2cm.
Le pas en espaceh est choisi tel que h = � min =12. Le pas de temps est
choisi �egal �a � t = h

co
p

3
. Pour borner le domaine de calcul, des couches

absorbantes de type B�erengeront �et�e impl�ement�ees.
Une fois l'approximation de la massede Dirac choisieet la position du

�l �x �ee,on imposela condition L � = L opt

Deux casont �et�e analys�essuivant la taille du rayon du �l

6.8.1 Cas d'un rayon de �l de l'ordre du pas de grille

Le rayon du �l est �x �e �egal �a a = 2h=3 = 1mm. Sa longueur est de
5cm. Le �l est positionn�e sur un axe du maillage. La �gure 23 donne les
valeurs du courant en fonction du temps pour deux degr�esde libert�e. La
transform�eede Fourier de cescourants en module est d�ecrite par la �gure
24. Les pics trouv �essur cette �gure sont directement li �esaux fr�equences
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Figure 23: Courant en fonction du temps pour deux degr�esde lib ert�e
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Figure 24: Transform�eede Fourier du courant en fonction de la fr�equence
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Figure 25: SER r�etrodi�us �ee en fonction de la fr�equence (-:r�ef�erence ,{ :
�equations int�egarlesavec approximations �laires, ...: mod�ele avec �l positionn�e
sur un axe du maillage ,...: mod�ele avec �l centr �e sur une maille)

de r�esonancedu �l. La SurfaceEquivalente Radar r�etrodi�us �ee(cf �gure
25) est ensuited�eduite. Elle est compar�ee�a une solution dite de r�ef�erence.
Cette solution est calcul�ee �a l'aide d'un code d'�equations int�egralesen
discr�etisant toute la surfacedu �l, [2]. On note uneerreur relativemoyenne
de l'ordre de 6%. Nos r�esultats ont aussi�et�e compar�es�a ceuxobtenus avec
un code d'�equations int�egrales mais utilisant une approximation �laire
bas�eesur l' �equation de Pocklington, [1]. On note une erreur relative dans
ce cas-ci avec la r�ef�erencede l'ordre de 6%. En conclusion, la pr�ecision
des calculs avec le mod�ele que nous venons de construire est du même
ordre de grandeur que si l'on utilise un code d'�equations int�egralesavec
approximation �laire.

Nousavonsfait varier la position du �l. On observe lesmêmesr�esultats
(cf �gure 25. Nous allons faire varier le rayon du �l dans le paragraphe
suivant.

6.8.2 Cas d'un rayon de �l petit devant le pas de grille

Le rayon du �l est �x �e �egal �a a = 2h=30 = 0:1mm. Sa longueur est de
5cm. Les �gures (26 et 27) donne les valeurs du courant en fonction du
temps pour deux degr�esde libert�e ainsi que la transform�eede Fourier de
cescourants. La SER r�etrodi�us �ee (cf �gure 28) a �et�e aussi obtenue et
est simplement compar�ee �a la solution obtenue par un code d'�equations
int�egralesutilisant l'approximation �laire. Comme dans le caspr�ec�edent,
on trouve une erreur relative de l'ordre de 8% quelquesoit la position du
�l.
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Figure 26: Courant en fonction du temps pour deux degr�esde lib ert�e
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Figure 27: Transform�eede Fourier du courant en fonction de la fr�equence
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7 App endice

7.1 Expression des coe�cien ts

Soit Gh
p;q la fonction deGreen\sortan te" de l'quation d'Helmholtz discrtise

sur une grille rgulire avec un laplacien discret sur cinq points

! 2Gh
p;q + (� h Gh )p;q =

1
h2 � 0

p � 0
q (260)

avec

(� h Gh )p;q =
1
h2

�
Gh

p� 1;q + Gh
p;q� 1 + Gh

p+1 ;q + Gh
p;q+1 � 4Gh

p;q

�
(261)

alors on a

(Gh )p;q = �
i
4

H (1)
0 (� p;q ! h) + O(! 2h2 log(! h)) ; (262)

o le grand O est uniforme sur tout ensemble de couples(p;q) borns avec

� p;q = eCp;q : (263)

L'ob jet de cet appendiceest de donner lesvaleursde Cp;q telles quedcrites
dans la section 5.2. On rappelle que l'on a Cp;q = C� p; � q.

Le programme MAPLE
m:= 12 ;
p := 0;
for n from 0 by 1 to m do
g := simplify( expand( (cos(n*u)-1) )/(cos(u)-1) ):
f := subs( cos(u)= x, g ):
s:=int( f/sqrt( (3-x)*(1+x) ),x=-1..1) :
h[n,0] := s - gamma- 3*log(2)/2 :
h[0,n] := h[n,0] :
lprint( `Green`, p,` `,n , ` is : `,h[n,p]); evalf( exp(h[n,p]),20) :
od:
p:=1 ;
for n from 1 by 1 to m-1 do
h[n,1] := 2*h[n,0]-1/2*h[n -1, 0] -1/2*h[n+1,0] :
lprint( `Green`, p,` `,n , ` is : `,h[n,p]); evalf(exp(h[n,p]) ,2 0) :
od:
for p from 2 by 1 to m do
for n from 1 by 1 to m-p do
h[n,p] := 4*h[n,p-1]-h[n-1 ,p- 1] -h[n+1,p-1] - h[n,p-2] :
lprint( `Green`, p,` `,n , ` is : `,h[n,p]); evalf(exp(h[n,p]) ,2 0) :
od: od:

permet d'obtenir les valeurs

C0;0 = � 
 �
3
2

log2

C1;0 = C0;0 + 1=2�

C2;0 = C0;0 � 4 + 2 �

(264)

71



C3;0 = C0;0 � 24+ 17=2�

C4;0 = C0;0 �
368
3

+ 40�

C5;0 = C0;0 �
1880

3
+

401
2

�

C6;0 = C0;0 �
49052

15
+ 1042�

C7;0 = C0;0 �
260848

15
+

11073
2

�

C8;0 = C0;0 �
9848128

105
+ 29856�

C9;0 = C0;0 �
3578384

7
+

325441
2

�

C10;0 = C0;0 �
884704652

315
+ 894002�

C11;0 = C0;0 �
4891331192

315
+

9885457
2

�

C12;0 = C0;0 �
298985342672

3465
+ 27466088�

(265)

C1;1 = C0;0 + 2

C2;1 = C0;0 + 4 � 1=2�

C3;1 = C0;0 +
46
3

� 4 �

C4;1 = C0;0 + 80�
49
2

�

C5;1 = C0;0 +
6646
15

� 140�

C6;1 = C0;0 + 2468�
1569

2
�

C7;1 = C0;0 +
1443874

105
� 4376�

C8;1 = C0;0 +
383552

5
�

48833
2

�

C9;1 = C0;0 +
135069958

315
� 136488�

C10;1 = C0;0 +
84085548

35
�

1529441
2

�

C11;1 = C0;0 +
6678465814

495
� 4294588�

(266)
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C1;2 = C0;0 + 4 � 1=2�

C2;2 = C0;0 + 8=3

C3;2 = C0;0 + 4=3 + 1=2�

C4;2 = C0;0 �
236
15

+ 6�

C5;2 = C0;0 �
2236
15

+
97
2

�

C6;2 = C0;0 �
36824

35
+ 336�

C7;2 = C0;0 �
142460

21
+

4321
2

�

C8;2 = C0;0 �
13202092

315
+ 13342�

C9;2 = C0;0 �
11375228

45
+

160929
2

�

C10;2 = C0;0 �
5205402056

3465
+ 478192�

(267)

C1;3 = C0;0 +
46
3

� 4 �

C2;3 = C0;0 + 4=3 + 1=2�

C3;3 = C0;0 +
46
15

C4;3 = C0;0 +
24
5

� 1=2�

C5;3 = C0;0 +
998
35

� 8 �

C6;3 = C0;0 +
26924
105

�
161
2

�

C7;3 = C0;0 +
654286

315
� 660�

C8;3 = C0;0 +
4791352

315
�

9681
2

�

C9;3 = C0;0 +
361285306

3465
� 33188�

(268)
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C1;4 = C0;0 + 80�
49
2

�

C2;4 = C0;0 �
236
15

+ 6�

C3;4 = C0;0 +
24
5

� 1=2�

C4;4 = C0;0 +
352
105

C5;4 = C0;0 +
40
21

+ 1=2�

C6;4 = C0;0 �
1252
45

+ 10�

C7;4 = C0;0 �
2624

7
+

241
2

�

C8;4 = C0;0 �
1777136

495
+ 1144�

(269)

C1;5 = C0;0 +
6646
15

� 140�

C2;5 = C0;0 �
2236
15

+
97
2

�

C3;5 = C0;0 +
998
35

� 8 �

C4;5 = C0;0 +
40
21

+ 1=2�

C5;5 = C0;0 +
1126
315

C6;5 = C0;0 +
236
45

� 1=2�

C7;5 = C0;0 +
28738
693

� 12�

(270)

C1;6 = C0;0 + 2468�
1569

2
�

C2;6 = C0;0 �
36824

35
+ 336�

C3;6 = C0;0 +
26924
105

�
161
2

�

C4;6 = C0;0 �
1252
45

+ 10�

C5;6 = C0;0 +
236
45

� 1=2�

C6;6 = C0;0 +
13016
3465

(271)
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C1;7 = C0;0 +
1443874

105
� 4376�

C2;7 = C0;0 �
142460

21
+

4321
2

�

C3;7 = C0;0 +
654286

315
� 660�

C4;7 = C0;0 �
2624

7
+

241
2

�

C5;7 = C0;0 +
28738
693

� 12�

(272)

C1;8 = C0;0 +
383552

5
�

48833
2

�

C2;8 = C0;0 �
13202092

315
+ 13342�

C3;8 = C0;0 +
4791352

315
�

9681
2

�

C4;8 = C0;0 �
1777136

495
+ 1144�

(273)

C1;9 = C0;0 +
135069958

315
� 136488�

C2;9 = C0;0 �
11375228

45
+

160929
2

�

C3;9 = C0;0 +
361285306

3465
� 33188�

(274)

C1;10 = C0;0 +
84085548

35
�

1529441
2

�

C2;10 = C0;0 �
5205402056

3465
+ 478192�

(275)

C1;11 = C0;0 +
6678465814

495
� 4294588� (276)
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