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Abstract

Notre etude porte sur l'incorp oration de Is mincesdans les formula-
tions volumiques desequationsde Maxwell. Nous construisonsun modele
base sur une approximation quasi-statique du champ electrique au voisi-
nagedu |I. Ce modele correspond a un probleme mathematique bien
pose car consenant une energie. Il s'ecrit sousla forme d'un probleme
d' ewolution variationnel et se préte donc bien a une discretisation par
elemerts nis en espaceet di erences nies en temps. Nous choisissons
deselemerts nis et une technique d'assenblage qui redonnert le schema
de Yee en l'absencedu | et proposonsdeux schemas de discretisation
en temps pour les termes additionnels dus au |. Le premier redonnele
schema aux di erences nies propose par Holland et qui est tres utilise
dans les codesindustriels. Notre modele est donc le cadre mathematique
sous-jacem du schemade Holland. Le secondest un schema original qui
presette I'avantage d'etre stable sousla condition de stabilit e usuelle,c'est-
a-dire independammer de la presenceou de la grosseurdu |. 1l estdonc
une alternativ e interessarte au schemade Holland qui sou re de probleme
de stabilite. L'etude est completee par la determination de l'inductance
arti cielle optimale qui est un parametre cle de la methode. Une for-
mule explicite est donneedansle casd'un | parallele aux axesdu mail-
lage. Lesresultats desexperiencesnumeriquescon rment nos conclusions
theoriques. Signalonspour nir une retombeeinteressate par elle-méme
denotre travail qui estla determination du comportement asymptotique de
la fonction de Greende ' equation d'Helmholtz bidimensionnellediscretisee
avecun laplacien a cing points.

Abstract

Our study concernsthe incorporation of thin wires in the volumic for-
mulations of the Maxwell's equations. Our model is built on a quasi static
approximation of the electric eld in the vincinity of the wire. This model
corresponds to a well posed mathematical problem with consenation of
an energy It can be written asan ewlution variational problem, and so,
is well suited for a discretization with nite elemers in spaceand nite
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di erences in times. We choosethe nite elemens and a assenbly tech-
nique to recover the well known Yee schemewhen the wire is absert and
proposetwo di erent schemesfor the time discretization of the additionnal
terms due to the wire. The rst one correspondsto the nite dierence
scheme proposed by Holland which is very usedin the industrial FDTD
electromagnetic codes. Our model is therefore the underlying continuous
model for the Holland's scheme. The secondoneis a new schemethat has
the advantage to be stable under the usual CFL, i.e. independartly of the
size of the wire. It is therefore an interesting alternativ e to the Holland's
model that su ers from instabilit y problems. The study is completed with
the determination of the arti cial inductance, a sensitive parameter of all
thesemethods. An explicit formula is givenin the caseof wire parallel to
one of the axis of the mesh. Experimental computations con rm our theo-
ritical claims. Let us mertion a result of our work, interesting per se, that
is the asymptotic behaviour of the Green function of the 2-D Helmholtz
equation discretized with a v e points laplacian on a regular grid.

1 Intro duction

Le sujet que nous traitons dans ce rapport est la modelisation des Is
mincesdanslescodesde calcul d'electromagretisme, et plus particuli erement
pour la methode FDTD (Finite-Di erence-Time Di erence), introduite
par Yee[16], [14]. Il sesitue dansle domaine plus vaste de la modelisation
del'e et de details geometriques sur les ondeselectromagretiques, details
au sensou l'une deslongueurs caracteristiquesd'un objet diractan t est
petite devant la longueur d'onde. L'utilisation d'un maillage tres n
epousart la forme del'objet conduit a un calcul onereux. Outre le nombre
de mailles necessairequi peut s'avererimportant dansle casde structures
tresmincesou nes, c'est surtout la condition de stabilit e qui imposeau
pas de temps d'etre borne par la plus petite longueur de maille qui a des
congquencedlesastreusesur la precisionde la solution numerique (dans
leszonesou le maillage est lache, le ratio pasde temps sur pasd'espaceest
localement tr espetit et la dispersionpour le schemade Yeeest maximale).
Notons egalemen que la methode FDTD s'appuyant sur un maillage cu-
bique, la geometrie des details est toujours approchee par des formes en
\marc hesd'escalier" ce qui generedesdi ractions parasitesqui alterert la
precisiondu calcul.

Le travail le plus connu traitant du problemedu | pour la FDTD
est le modele de Holland, [8]. Holland s'appuie sur une approximation
quasi-statique du champ electrique autour du | qu'il utilise directement
pour modi er le schemanumerique. L'id ee est de negliger les variations
du champ electrique incident dans un petit voisinagedu | (de la taille
de quelque(s) maille(s)) pour obtenir une relation entre les variations du
champ electrique autour du | avecle courant et la charge qui parcourt
celui-ci. Cette relation est moyennee faisant apparatre une inductance
lineiquearti cielle L. Pourun | vertical d'axe Oz cette relation s'ecrit

<<E 2>>g5=L (@ + @Q) 1)

ou << :>>g _ estun operateur de moyennesur la surfaceSy.

Les experiencesnumeriques preserieessort assezcorvaincartes et la
technigue de Holland est actuellemert tr esutilis eedanslescodesde calcul
FDTD industriels. Toutefois, desquestionsrestert poseessur ce modele.
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La premieretient au choix du coe cien t L. Holland proposeplusieursfor-
mulesqu'il modi e de facon assezarbitraire pour obtenir de bonsresultats
numeriques. La secondeconcernela stabilit e du schema; celle-ci apparat
dependre de I'epaisseurdu | par l'intermediaire de la constarte L. Plus
gros est le diametre du | par rapport a la taille dela maille et plus petit
doit &tre choisi le pas de temps. On est alors amenre a diminuer le pas de
temps ce qui conduit a un surcrd't de calcul et a une perte de precision.

L'apport de notre travail concerneprincipalement cesdeux problemes.
Tout d'abord, nous proposonsde modi er le schema de discretisation en
temps de maniere a obtenir theoriquemer la stabilit e sousla méme con-
dition qu'en l'absencedu | (¢ t < #‘—3). Ensuite nous donnons des
formules explicites de la valeur de L lorsquele | est parallelea I'un des
axesdu maillage. Si cette valeur n'est pasretenue, on montre que l'erreur
relative sur l'in versede la transformation de Fourier du courant varie ap-
proximativemert commele logarithme de 2 ou a estle rayondu | et
la longueur d'onde assaiee a la frequenceconsideree. Cette dependance
seulemen logarithmique entra™ne quel'erreur peut €tre importante dansle
casd'un mauvais choix deL. Un autre interet de cetravail estde proposer
un modelede | directemert dansle domainedu cortinu. Ce modele peut
semettre sousforme d'un problemevariationnel evolutif dont lessolutions
satisfort a une loi de consenation de I'energie. En choisissarnt conven-
ablemert les espacedd'approximation et la strategie de discretisation en
temps on retombe (presque) sur le schema de Holland. Bien sQr, rien
n'empéderait d'utiliser d'autres elemens nis pour la discretisation. Le
modele laire que nous proposonspermet d'integrerles Is dans d'autres
codesde calcul que la FDTD.

Outre cette introduction, le rapport est organise en quatre sections.
La premieredonnedi erertes formulations pour la di raction d'une onde
par un cylindre conducteur in ni. La secondeporte sur la derivation de
I'approximation (1) puis du modele laire qui est a la basede ce travail.
La discretisation du modele est ensuite decrite dans une troisiemesection.
On y analysenotammernt la stabilit e des schemas. On discute egalemen
du choix de l'inductance arti cielle L en s'appuyant sur desresultats con-
cernart le probleme bidimensionnel. L'analyse de ce probleme 2-D est
detailleedans la derniere section.

2 Formulations pour la diraction d'une onde
par un cylindre

Dans cette section, on donne trois formulations equivalentes du probleme
de diraction par un cylindre inni. La premiereintegrela geometrie de
I'obstacle dans I'espacede travail. Elle s'avere mal adapteea un passage
a la limite sur le rayon du cylindre. La deuxieme incorpore le | par
le biais d'une forme bilin eaire, I'espacede travail etant independart de
l'objet diractan t, c'est cette formulation qui nous servira d'inspiration
pour nos modelesapproches. La troisiemequi di ere de la precederte de
par l'introduction de la charge electrique nous servira de point de depart
pour la derivation de l'approximation quasi-statique.
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2.1 Position du probl eme - Premi ere form ulation

a designele cylindre de rayon a et d'extension in nie selonl'axe 0z. On
note n sa normale exterieure (en coordonneescylindriques (r; ;z) on a
n=1r). Enn, ondenit ¢et ! lesdomainesrespectivemert exterieur
et interieur au cylindre.

Une premiere formulation du probleme de diraction par le cylindre
consistea ecrire

8 trouver E(x; t) tel que

E 0@E + iorotrotE =0 sur ¢

E (EA"n)An=0 sur 4
E(t=0)= EY; @E(t=0)= EL:

)

Pour simpli er, l'onde incidente a ete initialis ee avec des conditions ini-
tiales dont le support n'intersecte pasle cylindre.

Le probleme (2) peut seformuler comme un problemed'evolution varia-
tionnel. On introduit les espaces

H(rot;) = E2L?%(); rotE2L?%)

V=fE2H(ot; £); (E~n)*n=0g: ®)
= v oal)s = Ug:

a etant reguliere, on peut donner un sensa la trace des composartes
tangertielles de E sur , dansl'espaceH 72(rot; ) (cf [9] pour plus de
precisions)et la condition sur 5 a bien un sens.

Le probleme(2) sereecrit

g trouver E 2 C1(0; T;L2( ¢))\ C°0;T;V) tel que
Z
2

3 8F 2V, e .

E(t= 0)= E°2 V, @E(t = 0)

1
oEF dv+ —rotErotF dv= 0: (4)
e 0

EL12L2( ¢):

On montre (cf. [5] par exemple) que ce probleme admet une solution
unigue et que I'energiede nie par
z Z

E= 2 0j@Ej° dv + % ijrotEjzolv; (5)
¢ 0

2
est consenee.

Dans cette formulation, on voit que la geometrie de l'obstacle ainsi que
la condition de conducteur parfait sort pris encompte atraversl'espacede
resolution V. Sion utilise une methode numerique, type elemerts nis en
espaceet di erencesnies entemps, on doit tenir compte de la geometrie
atraversle maillagede £, cequi conduit a utiliser desmaillestr espetites
lorsquele | a un rayon minuscule. Lorsqu'en plus on serappelle que la
condition de stabilit e restreint le pasde temps enfonction de la taille dela
maille, on corvient que cette methode est tr esmal adapteea la structure
laire.

2.2 Methode des domaines ctifs. Deuxi eme form u-
lation

Une autre formulation du probleme peut €tre construite qui consiste a
formuler le problemesur tout I'espacelR®. Pour cela,on de nit le prolonge
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de E par
E(x) six2 §
0 six2 L; ©6)

ar

E(x) =

c'est-a-dire que la solution du probleme (4) a ete prolongee par zero a
l'interieur du cylindre. Soulignons que la restriction de E a § (resp.

1) est dans I'espace H (rot; IR®). En eet, on peut ecrire au sensdes
distributions,

rotE' = rotEj ¢ + rotEj ; + [E"n] , ; @)
ou _ designela mesureporteepar le cylindre et de nie par
z
< . >= =, ds; (8)

a

et ou [E " n] estle sautde E * n atravers , qui estnul dansnotre cas
puisque les traces exterieureset interieuressort nulles. On en deduit que
rotE’ = rotEj ¢ + rotEj ; et qu'alors le champ E(x) ainsi construit est
bien dans I'espaceH (rot; IR®).

De méme,si E estdansV, on a

rot rotE = rot rotEj ¢ + rot rotEj ; + [rotE "~ n] _; 9)
d'ou on peut facilemert deduire
1 1
0@E + —rotrotE' = —[rotE~ n] _: (20)
0 0
Le champ E est alors solution du probleme
% trouver (E;~) 2 H(rot;IR®) W tel que
E + LrotrotE = j
0@ > @ . (11)

5 (EAn)An=0sur 4
E(t=0)=E% @E(t=0)= E;
ou W est l'espacedessauts de [rotE ~ n] a travers une surfacereguliere,
c'est a dire l'espace H %(div; a) et ou la derivee en temps @ a ete

intro duite pour respecterlesde nitions classiquedle la densite de courart.
On peut reecrire le probleme soussa forme variationnelle

et @ 2 C°0;T;H ¥™2(div; ,)) tels que
8F 2 H(rot;IR®); 8~ 2H ¥2(div; ,)
d? z z 1
e oEF ds+ —rotErotF ds= @ n”™(F~n)ds
dty R° R® o a
-~ n*(E”~n)ds=0

8
% trouver E 2 C1(0; T;H (rot; IR®) \ C°(0;T;H (rot; IR®));
" E(t=0)=E°2V, @E(t=0)= EL

12)
les deux integralesde surface devant etre comprisesau sensde la dualite
erire I'espacedescourants H 72(div; ,) et I'espacedes traces tangen-

tielles sur 5 desfonctions de H (rot; IR®) soit H 1=2(rot; ).
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Dans cette formulation, la condition a la limite apparat comme une
contrainte au probleme, I'inconnue @j pouvant s'interpreter comme un
multiplicateur de Lagrange asscie a cette contrainte. La geometrie de
I'obstacle est prise en compte maintenant par I'intermediaire de ce multi-
plicateur. C'est cette formulation qui sert de point de depart a la methode
desdomaines ctifs, [7], [4]. Toutefois, une discretisation brutale de (12)
ne resouten rien le problemede la petitesse supposeedu rayon du cylin-
dre. En eet, le champ que lI'on doit approcher possde toujours une
singularite au voisinagedu | et sa prise en compte necessitetoujours
un maillage n en son voisinage. Pour remedier a cet inconveniert, on
se propose d'approcher ce probleme par un probleme plus regulier dont
les solutions sort proches (au moins lorsquele | est mince) du probleme
original. C'est I'objet de la section3.2.

Remarque On peut tre tente de passerdirectemert ala limite (c'est-
a-dire faire tendre le rayona du | verszero) dans(12) puisquel'espacedes
fonctions ne depend plus du rayon. Toutefois, une di cult e majeure surgit
lors de ce passagea la limite. Ean et ~ _tendau sensq_gsdistributions
vers M (=) (x;y) ou M(~) = a 02 +2 % tandis que ,oon” (EN
n) ds est asymptotiquemert equivalent a i (Ezr=z0 2)M (7) dz lorsque
E 2 estsusamment regulier. Malheureusememn on ne peut utiliser ces
approximations sans quitter l'espaceH (rot; IR®) dans lequel nous avons
formule le probleme. En e et, la trace d'un champ arbitraire de I'espace
H (rot; IR®) sur une ligne n'a pas de sens. C'est precisemert ici que reside
toute la di cult e de la construction desmodelesasymptotiquesdes Is et
surtout de l'obtention desestimations d'erreurs.

2.3 Formulation avec charge et courant

Il est bien connu que I'on peut se debarrasserde l'operateur complique
rot rot enintroduisant la charge q porteepar le conducteur. Pour cela, on
applique l'operateur divergencea la premiere equation du systeme (11).
En supposart les conditions initiales E; de divergencenulle, on obtient

@( odivE) = div T (13)

On en deduit que odiv(E) est une mesureporteepar le cylindre desque
Eo est de divergencenulle. On de nit la charge q par

g ,= odvE (14)

a

En rapprochant les equations, on obtient la relation de continuite
@q+ div ,7=0 (15)
Maintenant en utilisant la relation
rot rot = ~ + graddiv; (16)

on aboutit a
1 _ . 1
%@E E= o @ +dgrad _q |, —Oq grad (17)

ou le gradient de est a prendre au sensdesdistributions

Z
<grad ,; >= grad - _ ds: (18)

a?

a

a



Sil'on decomposele champ electrique en champsincident et diract e
E=E%+E™ (19)

Einc verie Maxwell dans I'espacelibre avec (E%;E') comme conditions
initiales tandis que EY veri e

8
§ trouver E4(x; 1); q(s;t) et 7(s;t) tels que

%@E “E= o @ +cgrad . q %qgrad .

@q+ div .F=0
§ (E9rn)yAn= (EM™ An)An sur ,
Edt=0)=0, @E%t=0)=0;, qt=0)=0; j(t=0)=0:

(20)

2.4 Resolution dans un cas particulier

Nous nous proposonsici de resoudrele systeme(20) dansle casparticulier
ou le champ incident est constart sur le pourtour du | et porte par I'axe
Oz. L'expression qui lie champ electrique et courant dans ce cas nous
servira de point de depart pour la derivation de l'approximation quasi-
statique. On supposedonc que

((Einc APA P o, = Eiznc (a;z;1) 2 (21)

Le systeme (20) etant invariant par rotation autour de I'axe du cylindre,

il estfacile de veri er que la solution est de la forme
Ed=Edr;z:;t) 2+ EY(r;z;t) P
o r (22)
F=iz2zt) 2 q=qzt)

et en projetant I'equation qui gouvernele champ sur I'axe Oz, on obtient
1 1 )
g@E! @E! [OUEE)= o(@:+%@d) a8 (23

Cette equation peut seresoudrea l'aide de la transformation de Fourier-
Laplace en temps et de Fourier en z. Si  est une fonction de z;t, on
note d N d N . .
(k)= dt  dz (zi)€ ke (24)
0 1

L' equation pour EY est

8
S CEIN+ C@U@ENN) =T (¢ 5)
= ol 2+ ik
ou on choisit de de nir  via
= é k2 :=()>0sur=(1)>0 (26)



Cette equation di erertielle ordinaire seresouten

(1)
E Ed(r) — E-lnc ( ) (1) ( r)
2 J ( ()a) @
d — inc ol T
T Ej(r)= Ej ()J(a) ra

Lesfonction Jg et Hél) = Jo+ iYg sort lesfonctions de Besselet de Hankel
d'ordre 0 [10]. Le choix Hél) est fait car E¢ doit &tre bornee lorsque
la partie imaginaire de ! tend vers plus l'inni (le choix e'" ! dans la
transformeede Fourier Laplace en temps impliquant cette propriete).

On remarque que si la solution doit &tre cortinue a la traverseedu |
enr = a (c'est necessairecar sinon il existerait un terme en derivee de
Dirac), il n'en est pas de méme pour la deriveequi preserie un saut qui
est preciemert relie a

@Ej(@") @Ef(a )=~ (28)
D'ou la relation
A Einc (a)
~ HP (@l @)

on reconndt dans le terme entre parenthesesle Wronskien des fonctions
de Bessel(cf. [6], formule 3.56 page 64), d'ou

HOCado(a) HP (a3 @)  (29)

PSR S = C)

—_— 30
" Zatnd (@l a) =

En eliminant le champ incident entre (27) et (30), on trouve une relation
directe ertre le champ diract e et le courant

Ed(r) = 2 ao( a)l—ngl’( N7 r>a (31)
de me&me,on a la relation

Ed(r)+ EI" (a) = 2 alo( a) —H(l’( a) -HP(n 7 r>a @32

4 4

qui va nousservir de point de depart pour I'approximation quasi-statique.

3 Mo dele appro che pour la structure laire

Dans cette section, on donne le cheminemen qui va nous permettre de
construire notre modele approche. Il ne s'agit pasici d'tre tr esrigoureux
(par exemple,on ne donneici pasd'estimations d'erreur) mais de donner
les ideesqui sort a la basede notre modele. On donne neanmoins des
elemerts pour l'analyse mathematique du modele approche.

3.1 Construction du modele. Appro ximation quasi-
statique

Touslesmodelesde Is sort classiquemeh construits en utilisant la méme
hypothesede depart qui consistea negliger les variations du champ inci-
dent sur un petit disque certre autour du |. En termes d'equations cela
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setraduit par la substitution
z 2

ElC(a; ;z)d 2 (33)
0

i 1

(E™An)An __, ! 5 a
(remarquez que le champ incident porte par le vecteur " est pris egal a
0, la moyennede la projection sur ce vecteur d'un champ constart etant
nulle).

Le champdi ract eapprocheestalorsgouvernepar le systemed'equations
etudie dans la section precederte. On montre que le courant et la charge
sont des fonctions uniquemert des variables z et t. Dans la suite, on
utilisera

I(z;t) = 2 &af(z;t) 2, Q(z;t) = 2 ag(z;t) (34)

| estle courant qui parcourt le I, Q sachargelineique. On a bien s0r la
relation de continuite

@+ @l =0 (35)

et I'equation gouvernart le champ electrique total E = E"® + EY s'ecrit
1

0@E + — rot rotE = @I (z;t) 5 ;(r) 2 (36)
0

Le premier ingrediert de notre modele approche va consistera regulariser
la mesureporteepar 5, Comme

2Zl(r) (x;y); a! 0 (37)

ou X;Y;z sort les coordonneescartesiennes,on introduit une approxima-
tion de la massede Dirac invariante par rotation
z 1
()2 rdr = 1;
0 Z P
8 cortinue; ' (X;y) ( x2+ y2)dxdy ! ' (0); I 0"

N=0 r>r">a

(38)

ou r* estegalemen petit devant les longueurs d'ondes presenes dans le
champ electromagretique incident. L'equation (36) est alors approchee
par

0@E + 1 rot rotE = @l (z;t) (r) 2 (39)
0

Le deuxiemeingrediert va consistera trouv er une relation approcheeliant
courant, charge et champ total E 2 valable dans un voisinagedu | puis
de moyenner cette relation a l'aide de
Le point de depart est I'equation (32). On utilise le developpemert

limit e

8w 1 i1

| 2o (t) = 2—Iogt+ 2t 2—Iogz >+ O(t? logt) (40)
Jo(t) = 1+ O(t?)

ou estla constarte d'Euler. En negligeart lestermesenO( 2a? log( a))

et O( 2r2 log( r)), on obtient

1 42

I+ >  EMf(a)d  algQ)T rr>r>a (4
0
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ou on rappelle que ~ est la transformee de Fourier-Laplace en temps et
de Fourierenz de o@j; + io@q. Cette relation peut aisemert s'inverser
selon
1 42
Ed(r;z;t)+ —  E(a; ;z;t)d
2(rz;t) 2, ( ) 42)
2—0 Iog(a) (@ (z;t) + G@Q(z;1); r>a;r">r>a

En negligeart de nouveau les variations de EI"® au voisinagedu |, on
trouve

E. 2—0 |09(%) (@ (z1) + G@Q(z;1); ' >r>a (43)

C'est I'approximation quasi-statique. On remarque gque cette relation im-
plique bien l'annulation de E; enr = a. Elle dit de plus que le champ en
z secomporte approximativemert commelog(%) lorsquel'on s'eloignede
l'axe du |I.

En utilisant  (r), on obtient par prise de moyenne(le champ total vrai
estnul alinterieurdu I, r < a))

Z,- 122
> E 2d (N2 rdr L (@ +&@Q): (44)

0 0

avec 7

+

r
r
L =52 log(z) (r)2 rdr: (45)
2 4 a
L ala dimensiond'une inductance lineique.
Nous avons alors tous les elemerts pour ecrire notre modele laire. Le
problemeapproche est donne par

trouver E (x;y;z;t); | (z;t); Q (z;t) tels que

@ (r) %

1
o@E + — rot rotE
0

Z@%+@I =0

E 2 (rdrd =L (@ + &@Q):

E(t=0=Eg, @E (t=0=E;; Q(t=0)=0;1 (t=0)=0:
(46)
Ce systemed'equationsest a la basede notre modelede I. La singularite
enr = a aeteregulariseepar le biais de la fonction et le comportemert
au voisinagedu | du champ tangent estimpose, au moins en moyenne,
commevariant a la maniered'un champ statique.

3.2 Elements d'analyse du modele appro che

Le modele que nous avons construit est loisible pour un | d'extension
innie. Dansle casd'un | delongueur nie 2°, on choisit de garder le
méme systeme d'equations auquel on adjoint les conditions aux limites
I( ";t) = 0. Bien s0r, ce modele ne tient pas compte du comportement
particulier du champ aux voisinage des pointes. Ceci constitue le point
faible des modeles laires. Toutefois si la longueur du | n'est pas trop
petite devant la longueur d'onde, I'approximation s'avere satisfaisarte au
moins loin despointes.
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On peut donner di erertes formulations de ce modele par exempleen
reintroduisant le champ magnetique. A I'equation du secondordre en
terréps pour E , on substitue deux equationsdu premier ordre. On obtient

0@E" rotH = (Nl
% o@H + rotE =0

Z@ZQ +@ =0
§ E 2 (Hrdrd =L (@ +3@Q):

E(t=0=Eg;H({=0)=Hp; Q(t=0)=0; 1 (t=0):
On peut egalemen eliminer la charge et obtenir une systeme de 2
equations du secondordre en temps couplees.On a
8 1
3 (@E + —rotrotE = @ () 2
0 7z (48)
L@ 2@l = ( (@ #rdd;

complete avec desconditions initiales en temps adequates.
Une péopri ete interzessarte de cemodeleestla consenation de I' energie

(47)

3 E(t)= 1 0] @E j2dv + L jrotE j2dv

2 YA +° 2 0 z +° (49)
2 L ciL
. t> @ j2dz + = e j2dz

Celle-ci s'obtient facilemert en multiplian t la premiere equation par @E
et en integrart sur tout I'espacepuis en multipliant la secondeequation
par @ et enintegrart en z. En ajoutant les deux equations, le terme
de couplagedisparat et ne reste que la deriveeen temps de I'energiequi
s'averenulle.

La loi de consenation de I'energieest importante car elle implique que
notre modele laire est bien pose desque L est positif. L'unicit e des
solutions est immediate car le modele est lineaire et la di erenceentre
deux solutions de m&mesconditions initiales a une energienulle ent = 0
et donc pour tout tempst > 0. De méme I'existence de solutions fortes
ou faibles peut s'obtenir a l'aide des techniques classiquesutilis eespour
I'equation des ondesordinaire dont les solutions veri ent egalemen une
loi de consenation de I'energie[5].

Signalonspour nir que ce caracterebien pose ne depend pas du choix
de la formulation (48). En e et le systeme (47) consene egalemei une
energiea savoir

8 z z
1 o 1 L
5 OE v+ 5 ofH jTdv
z C%L z +° (50)
+— | 2dz+ > Q %dz

3 E()=
3

Y
2

Cette energieesttr esparlante car elle estla sommedel' energieelectromagretique
classiqueet d'une energieporteepar le |. Bien sOr, sil'on fait tendre
vers 0, aveca x e, commelL = 0 desque le support de estsitue a
I'interieur du disque de rayon a, I'energieclassiquese consene.

Un autre aspect interessam est d'analyser ce que deviert le modele
lorsque le champ incident est une onde plane porteepar Oz . C'est ceque
nous ferons dans la section 5.
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4 Discr etisations du modele laire

Dans cette section, nous proposonsdeux schemasnumerigues adaptes a
notre modele laire. Tout deux reposent sur une semi-discietisation en es-
paceconstruite a partir d'une formulation variationnelle quel'on approche
a l'aide d'elemerts nis de Nedelec,[1]]. Les deux schemasdi erert par
la strategie de discretisation en temps utilis ee. Le premier schema con-
duit, aprescondensationde la masse,au schema de Holland qui s'avere
&tre un casparticulier de notre formulation. Le secondschemaestun pe-
tit peu plus complique a integrer mais a I'immense avantage d'etre stable
sousla méme condition qu'en absencede |I. Au nal, tous cesscemas
dependent de la donneed'un operateur de \v aleur moyenne'sur le | et
du parametre d'inductance lineiquearti cielle. Une analyseprecisedu cas
du | horizontal attaque par une onde polariseeelectriquemert le long de
l'axe du | montre quelinductance arti cielle doit etre choisie precissmert
si 'operateur de moyenneest donne.

La sectionsuit un plan tr esclassique.On commencepar donner la for-
mulation variationnelle du modele laire, puis on decrit les elemerts nis
retenus pour la semi-discietisation en espace.Chacun desdeux schemasen
temps est decrit dans une section qui lui est dewolue. L'analyse de la sta-
bilit e du secondschemaestensuiterealisee. En n, le choix de l'inductance
lineique est discutee. Il s'appuie sur l'analyse du cas 2-D qui fera I'objet
de la section 5.

4.1 Formulation variationnelle

On introduit les espaces

Ho( 5= "@2L% )@ (@2L3% )" ( )=0 51)
H(div;IR®) = H 2 L?(IR®); div(H) 2 L2(IR®)

et on construit la formulation faible du systeme (47) suivant

trouver (E (t);H (t)) 2 H(rot;IR®) H(div;IR®)

(I (1:;Q (1) 2 Hg( %) L*( ) telsque
(1) 8E' 2 H(rot;IR®); (@<E ;E'> a(H ;EY)+b(E%l )=0
(2) 8H' 2 H(div;IR®); o@<H ;H!'>+aHYE)=0
(3) 8I'2HA( ), b(E;IY L@ ;I1Y+LcdQ;1h=0
(4) 8Q'2L%( ) @Q;QY)+d@Q451)=0

" WA/ N ©O

(52)
que I'on complete avec des conditions initiales adequates. Dans cette for-
mulation le crochet < ; > designele produit scalaire L2 usuel sur IR3,
(:;7) le produit scalaire L2 sur le segmen [ ;] tandis que les formes

12



bilin eairesa; b ;d sort de nies par

8 7727
% a(H;E) = IR3rotE H dv
Z. zZ q
b(E;l)= ( (x x¢)2+(y yr)?)E 2dxdy I(z)dz
: D
z

d(Q:1)= @I Qdz

(53)
D designart un petit disque contenant le support de lI'approximation de
I'unit e et ou (X ;ys) sort les coordonneesdu | que l'on reintroduit ici
pour plus de generalite.

4.2 Discr etisation en espace

Le champ electromagretique est recherche de maniere independarte de la
geometrie du . Deux maillagesindependarts sort choisis: un maillage
regulier cubique pour le champ electromagretique et un maillage de pash;

pour le | ou sort de nis courant et charge. Le champ electromagretique
est maille sur des cubesidentiques et est approche par deselemerts nis

de plus bas de degre de Nedelec,[11], [17], [3]. On notera E, (resp. Hy)
I'espaced'approximation de H (rot,IR®) (resp. H (div,IR®)). Quant au |, il

est maille en segmeitts, le courant est approche par desfonctions lineaires
par morceaux tandis que la charge est constarte sur chaque segmen du
maillage. On note par la suite | ,, et Qp, les espacesde fonctions ainsi
de nies.

Les champs s'ecrivert alors en tout point M

:h . — X :h Ah . :h . — X h Nh
ETMit)= EFN() a(M); HT(Mit) = H (1) (M) (54)

a f

Les fonctions ™ sort les fonctions de baseassa@ieesau degresde liberte
correspondart a une circulation deh sur l'ar&tenumeroa et 0 sur lesautres
arétes. De méme, les fonctions "' sort les fonctions de baseassa@ieesau
degresde liberte correspondant a un ux normal de h? a traversla facef
et 0 pour les autres faces.

On peut preciserun peu plus. On distinguera les arétesorienteesselon
X, Y ou z. Sile maillage cubique est constitue desnoeuds (ih; j h; kh), les
arétessort repereespar la coordonneede leur point milieu. Par exemple,
une arte en X seraassaieea un point du type (i + %h;j h; kh). On est
donc amere a distinguer trois familles de fonctions de base

~h

- — ~h
a= areteselonx ! a= i+ljk
_ ~h _ ~h
a= artteselony ! 8= ik (55)
_ ~h — ~h
a= areteselonz ! a = ijk +i

avec
T = a0 TO) @R
= M) @ Ty (56)

k1T k1@ 10 o) B
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ou 21+ %(s) estla fonction indicatrice du segmen [mh; (m+ 1)h] et ! (s)
est la fonction chapeau

1
@
@

m(s) = @ -
(m 1h mh (m+1h s

Chaque fonction de basea donc son support constitue par les quatre
cubesqui s'appuiert sur I'ar&te assaiee.

Pour lesfonctions debasede Hy,, on distingue trois familles de fonctions
de baseselonla nature de la normale a la face qui leur est assa@iee. On
repere chaque face par les coordonneesde son certre. A une face de nor-
male orienteeselon & correspond un point du type (ih; (j + 3)h; (k+ 3)h).
Les fonctions de basessort alors

~h

f = faceselonx ! h= -~h

B+ gkt g
f = faceselony ! =i, (57)
f = faceselonz ! = ~.h+1,+;ki

= = i (X) ( ) _( )
i;j+1:k+1 i ]‘+1 y k+1 z }t‘

~h

ftiker= 1O L@ L2009 (58)
~ih+%;j+%;k_ k(z) |+1(X) jh+%(Y)2

Chaque fonction de basea cette fois-ci son support constitue des deux
cubesqui s'appuient sur la face assciee.
Finalement, les solutions rechercheesserort de la forme

X
E'h(t): |+ljk(t) I+ij E|]+lk(t) |J+1k
ik

+E|]k +1(t) ik + %

X
H " (1) = H|]+1k+1(t) i+ 3k+ 3 + Hl)/+1jk+1(t) i+ 2k + 3
[HHS
+HZ ]+1k(t) i+ 1+ 1k
(59)
On remarqueraque les composartes du champ electromagretique sort ex-
actemert cellesqui sort utilis eespour construire le schemaaux di erences
nies de Yee,[14]. On seraamerne a faire le lien avec ce schemadans la
suite.
Le courart et la charge sort approchespar

Nno Neeg
1Mzy= 1N @ QM = QM @ (60)

=1 s=1

ou Nseg estle nombre de segmetts portespar le |, et Ny, estle nombre de
noeudsinternes du maillage (internes car on doit imposerl'annulation du
courant aux extremites). L'indice superieur hs represerte symboliquemert
le maillage du I. Mais celui-ci n'est pas forcemert regulier. Les fonction

14



. h . . . .
-" sort les fonctions chapeaux (fonctions lineairesvalant 1 sur le noeud

" et 0 sur les autres tandis que les 2‘ designen lesfonctions indicatrices
de chaque segmer.

Le probleme semi-discietise s'obtient en substituant dans la formula-
tion variationnelle les espacesde fonctions discretes a leurs equivalents
continus. Il s'ecrit

trouver (E"(t);H"()26& Hn

QM @); QM (1) 21n, Qn, telsque

(1) 8E'2E,; o@<E™;E'> aH™M;E)+b(ESIM)=0

(2) 8H'2Hp;  o@<HM;H'>+aHYE")=0

(3) 81'21nh; bE™;IYHY L@ M;1h)+L EdQ";1h=0

(4) 8Q'2Qn; @Q";QY+dQ51")=0
(61)
En regroupart pour chaque temps t les valeurs des fonctions inconnues
en chaque degre de liberte dans un m&mevecteur, on obtient un systeme
d'equations di erertielles ordinaires de la forme

+AhH il + (thf)?l h =0

(AME" =0
n (62)

§ hhfEh Lmh L @pht =0

dt
hfdQ +(th)|hf_o

OMH

ou on peut reconndtre, les matrices de massede type M gqchose QUi COY-
respondert au produit scalaire L2 usuel, les matrices de rigidit e A" et
DM ainsi que leur transposee (notee avec le symbole ?) qui renvoient aux
valeurs des formes bilin eairesa et d sur un couple de fonctions de base,
et enn la matrice de couplageB "t et son adjoint qui correspond a la
formeb .

L'avantage de la discretisation du champ electromagretique sur un
maillage regulier de pash estde pouvoir utiliser la technique de condensa-
tion de masse.Celle-ci consistea userd'une formule de quadrature, exacte
pour toute fonction lineaire, dont les points d'appuis cencident avec les
degresde liberte pour evaluer les integralesintervenart dans les expres-
sionsdescoe cien ts matriciels. On montre que cette maniered'approcher
les integralesne fait pas perdre de precision (le schemareste d'ordre 2).
Cette methode permet d'obtenir desmatrices de massediagonales

Mg = h®ld; My = héld (63)

Pour etre plus precis, si I'on considere par exemple la ligne de Mg
correspondart a l'aretei + %;j; k, utilisant les expressions(56) on trouve

—h _ 0 jo ko

(ME |+l]k' i0+l'j°'k0) - : : k
. ~h —

(ME |+l]k1 |]°+1k°) - 0 (64)
. ~h —

(ME |+l]k’ o]oko+1) - 0
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avec

Z
moz r?w%(s) 210.,,%(3)(15: h nn::o
0 YA ) . X Z (k+1) h " ) (65)
m = m(s) mO(S)dS: " m(S) mO(S)dS
k

ou M’ vaut 1 sim = m© et 0 sinon.
Leterme M esttoujours nul saufsijm® mj 1 auquelcas
2 ;1
Sil'on enrestela, la matrice de masseM g n'est pas diagonale puisqu'elle
couplelesnoeudsdu plan ih aux hoeudsdesplans voisinsimmediats. Mais
si I'on substitue au calcul exact de l'integralela formule de quadrature

Z (k1) h
f(s)ds ! E(f ((k + 1)h) + f (kh)) (67)
kh
on trouve
0 | 0 ;0 0
m :hm,et(ME |+1]k; iho_,_%;jo;ko):hsil ]J ||: (68)
En procedart de m&me avec les autres fonctions de base,on montre que
Mg et My deviennert desmatrices diagonalesgracea la condensation.
De la meémefacon, la matrice A" va devenir beaucoupplus creuse. Par
exemple, partant desexpressions(56), on a

ot Sii g = 1) U0k 1@ k()Y
in10) k(@5 1) ()2

(la deriveed'une fonction chapeau est la di erencede deux fonctions in-
dicatrices). D'ou les expressions

(69)

h ~ . ~h —

(A |+ljk 10 04+ %;k°+ %) - 0
h~ . ~h - 100 j%, «k° KO

(A |+ Lok v i0%+ 15 Ok O+ %) - h i i k+1 k (70)
h~ . ~h - 1% k0 j° i°

(A |+1 K i0+%;j0+%;k°) - hi kK ( j+1 j )

0

. . " . . 0
La encorela substitution (67) estutiliseequi permetd‘ecrire 7 = T =
h m . Finalemert l'ar&tei+ 1,1, k n'est coupleepar Ay, qu'aux quatre faces
qui Ia cortient. Aprestout caIcuI on trouve

Ah = h3(%IR); (71)
avec, si E est decompose suivant (59)
1 _ z
(GRE)S 4 pue gy = (E” ket Efjke1)
1oy y (72)
E(Ei;j + Lik+1 Ei;j + %;k)
1 _ X
(FRE), yjpes = (E.+ Lk Eivgx) 73)

z
(E|+1]k+% Ei;j;k +%)
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1 1
(HIRE)iZ+%:i+%:k - HEiy+1;j+%;k Eiy;i+%;k

1
E(Eix+ 1ij+15k Eix+%;j;k )

On reconndt le rotationnel discret qui est utilis e dans le schema de
Yeeclassique(cf [14]): le schemavariationnel avec condensationde masse
sur grille reguliere s'avere concider avec ce schemaaux di erences nies.
Cette remarque est importante car elle permet de coupler destechniques
type di erencesnies avecd'autres adapteesaux elemerts nis.

Pour le |, on utilisera egalemen la formule d'integration numerique
(67) pour le calcul de M ,hf , cette matrice devenart alors diagonale. Si on
supposele | discretise en segmeits de longueur constarte, on a méme

(74)

M = Mg = held; (75)

. h . . .
la matrice MQf etant toujours diagonale. Pour nir, on a la formule

1
DM = hs (=ID); (76)

hy
ou ID est l'operateur de di erences nies (IDQ)- = Qs+ )y Qs (), OU
s* (") ets (7) sort lesdeux segmeis ayant le noeud = comme extremite.
De meéme ID? est l'operateur (ID”1)x = I+ (g |-+ (s OU " (s) sort les

deux noeuds de nissant le segmen s avecdes|- nuls aux extremitesdu
l.

Le systeme(62) etant une approximation interne du problemecontinu
(methode de Galerkin), le passagedu continu au semi-discreten espacese
fait enconsenant la propri etede consenation del energiedont I'expression
est

8 0 3X . ‘h :2 0 3X . h -2
3 B, (= 2 JENPO+ - JHT )

a f
X X )
2 eoh 0+ %hf Q")
On a ainsi
Ban, (0 = Byp, (0 8t O (78)

Cette egalite peut se deriver directemert. en sommart les equations
obtenues par produit scalaire des 4 equations du systeme (62) par un
vecteur bien choisi (celui dont la derivee en temps apparat). Tous les

termes faisart intervenir les matrices A", B" et DN disparaissen et
ne reste que la deriveede I'energiedont I'expression est donnee ci-dessus
lorsque la condensationde masseest e ectu ee.

4.3 Premi ere discretisation en temps. Lien avec le
modele de Holland

On presette ici une premiere facon de discretiser I' equation en temps.

4.3.1 Description du schema

Si t estle pasde temps, on choisit de discretiser
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EN etQ;hf aux pasdetempsn
H" etl ™ auxpasdetempsn+ %,

et on construit le schemaen approchant les deriveesen temps de maniere
certr eesuivant

8 shyn+1 hyn
OME(E ) n (E ) + Ah(H h )n+%

+(Bh;hf)?(| ;hf)n+% =0

1 h L
o HE t(H )" ¢

(A" (E")" =0
(79)

h ; h 1
g he (17 7)"F 2 (I DA

(EM)" L M,

+L c%D“f(Q’”)“ =0

v @M @)
Q t

ou encore,plus simplemert

+ (th )’7(| ;hf)n+% =0

(E ;h )n+1 (E ;h )"
0 t

+ %IR(H hyn+ 3
1, _hh hin+l
+5 (BT )M =0

(H ;h )n+% (H il )n %
0 t

%IR?(E "Mn=0

Niyn+l hiyn L (80)
iBh?hf(E oy ( Tz (1 "oz

h¢ t
c% ID(Q

Q" (@M i
t h¢

ID’)(I ;hf)n+% =0

Cet algorithme preserte l'avantage d'étre explicite, chaque inconnue se
calculant par recurrenceen appliquant une simple formule.

(I;hf)n+%:(|;hf)n % Lthl thf(E h)n

. (81)
Lephy
ht

. t . . -
(E h )n+l - Efr‘l('ji't](.j OhslBh,hf °(| vhf)n+l =2

8
(H h)n+—_(H h)n > . |REh
(2 EN=(EM) —LR(H ")
oh
g (Q ;hf)n+1 — (Q ;hf)n + h_tID')(I ;hf)n+1=2
f

Le schemaappardt ainsi commeune perturbation du schemade Yee.
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4.3.2 Ou l'on retrouv e (presque) le schema de Holland

Pour aller plus avant, nous allons expliciter la matrice de couplage. Pour
notre | vertical, on a

8 :
% B =0
i+ ik

h;hf -
1B i 0 (82)
BN ) —  hhy k . B i:J';
ik + 3 t2
avec
i Z
h;h ¢ 1 - L1+%(Z) hf (Z) dz
(83)
24 q
. i;
B Y = O Py ) n(x) M(y) dxdy;

ou on rappelle que la fonction {(‘+ , estla fonction indicatrice du segmen
2

[kh; kh + h] et lesfonctions "', I sort lesfonctions chapeaux.
La forme lineaire B " " peut s'interpreter comme un operateur de
valeur moyennesur la sectiondu |. Elle verie

X ‘h IJ

B Y= (84)
i5j

Son adjoint permet d'eclater la valeur d'un courant sur la grille de calcul
volumique.

Supposonsle | vertical et maille avecun pash; = h, lesabscisseenz
desnoeudsdu maillage laire situeesa mi-hauteur descubesdu maillage
volumique (z2 = ( + %)h). Un calcul simple montre que ( ¥ vaut 1 si
" = k et 0 sinon),

heo 1. 1. 1. hoi
IB"" isjik +%:hf §k+Zk+l+Zk oMYy (85)

Revenonsa presen au schema (80), si I'on serefere a [8], on remar-
que que ce schema est exactemen le schema propose par Holland aux
substitutions

el @9

N 1 “+1 1 1 k
kYt 2k tT7k ! :

8
3 L ' Lo
3

N 0

pres,ou Bnro estla forme lineaire
(Bhot)™ == N(xt) [(yr): (87)

Bhon estegalemem un operateur de type valeur sur la sectiondu 1. Elle
utilise au plus 4 points du maillage du plan transverse: par exemple si
0 Xxt;yr h, nlinterviennent quelesi;j egauxaO et 1.
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Maintenant etant donnesB o €t Ly , il esttoujour possiblede trou-
ver unein nit e defonctions telles queBpoy et Lhor concident avecBh
et L . Ainsi notre schemane di ere de celui de Holland que par la con-
densationde la molecule(%; 3; #) enz. Notons gue cette condensationne
correspond pas a une formule de quadrature. Pour retrouver exactemernt
le schema de Holland, il faudrait approcher le courant par des fonctions
constartes par morceaux et utiliser une approche di erencesnies varia-
tionnelles. Toutefois, on notera que les schemassort identiques pour les
ondesindependartes de z di ractan t surun | inni.

L'avantage de ce nouveau schema, comme de celui de Holland, reside
dans la simplicite de sa mise en oeuvre. Toutefois, il est tres dicile
d'obtenir desgararties quant a sa stabilit e. L'etude experimertale de la
stabilit e du schema de Holland, telle que decrite dans [13], montre que la
condition de stabilit e du schemadepend du rayon du | a. Plus le rayon
est gros, plus le pas de temps (rapporte au pas d'espace)doit tre choisi
petit. C'est ce que I'on retrouvera dans le cas 2D de la section suivante
(cf. condition (164)). Sil'on sesouviert que le schemade Yeeestd'autant
plus precis que le pas de temps est proche dela CFL (¢p t = p%), on
cornvient que ce schemapeut etre mal adapte aux Is epais.

4.4 Seconde discr etisation en temps

Dans cette section, on proposeun autre schema de discretisation qui va
s'averer stable sousla condition CFL desque L est positif et que hy est
plus grand que %, le prix a payer etant la resolution a chaque pas de
temps d'un petit systemelineaire.

4.4.1 Description du schema

t esttoujours le pas de temps, on choisit de discretiser

s

E™ et ™" aux pasdetempsn

ht

h 1
H" etQ aux pasde tempsn + 3,

et on construit le schemaen approchant les deriveesen temps de maniere
certr ee suivant

8 . .
% OME(E h )n+l (E h )n T Ah(H :h )n+%

t
hhey? 1 heyn+ 1 heyny —
+(BM G0 MM+ 20N = 0

H;hn+% H;hn%
T )

(AM(EM)" =0
t (89)
he (1) My

t

Bh;hf(%‘(E :h )n+1 + %‘(E :h )n) L MI
+L &DM QM )yt =0
wy @1D™E @k

t £ ()70 ") = 0
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ou encore,en utilisant les expressionsdes matrices de massediagonale

(E ;h )n+l (E ;h )n
0 t

1 hyn+
+ ZIR(H ° 2
hl( )

1

1 hh 2 1 hiyn+ hiiyny —
+F(B )(i(l ) 1+§(| )') =20

(H ;h )n+% (H ;h )n %
0 t

1? hyn —
~IR7(E =0

(I ;hf)n+1 (I ;hf)n
t
L ﬁlD(Q;“f)“% =0
ht

i hih¢ } ‘h yn+1 } :h \n
8™ (GE M) ZEN)) L

heyn+ i heyn 1 1 ., .
(Q ) t(Q ) EID(I ,hf)n - O

(89)
Le schemaest tr essimilaire au precedert, a cecipresque l'on a substitue
des moyennespondereesentre deux instants pour le courant et le champ
electrique a n de consener le caractere cerir e desequations.

4.4.2 Algorithme de resolution

La resolution de ce schema est un peu plus complexe que dans le cas
precedert, car on va avoir un systemelineaire a resoudrea chaque pas de
temps pour evaluer le courant qui parcourt le .
Les deux premieresetapesconsistert a actualiser le champ magnetique
et la charge de maniere explicite
8 ihyn+ ihyn 1 U o2en
3 (1) HM"E=H") F —RE]
0
S t (90)
- (2) (Q?hf)n+%: (Q;hf)n %+ h_ID?(l ;hf)n
f
Pour resoudrele schemaen courart et champ electrique on peut intro duire
les deux inconnues auxiliaires
1

no _tamhezghon, 0o Lanng gy
3B ("o -B (EM) (91)

La variable " permet de commencera resoudrele probleme en champ
electrique via

8
E (3) Efr‘la't]& (E :h )n :]IR(H :h )n+l =2
0

. (92)
@ E™ =ElG 3

n

3

L'etape (3) correspond au schema de Yee classique,!'etape (4) prend en
compte le courart relatif a l'instant n.
Ensuite, on commencela resolution de I'equation

(I ;hf)n+1 (I ;hf)n
t

%( n n+1) L LhC%ID(Q;hf)n+% =0 (93)
f
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en calculant

6) "= " 2L—t(l;“f)“+2Lh—C%ID(Q;“f)“+% (94)
f

f

Appliquons l'operateur B a I'equation en E, on obtient

he "1 BMMVEM™ 1 p :
0 f t + ﬁBh,hf Bh,hf ?(l ,hf)n+l =0 (95)

parallelemert (94) et (93) permettent d'ecrire

L_(I ;hf)n+l =0 (96)

1 n+1 _n+l
2( ) t

En inversart le systemeforme par (95) et (96), on deduit les deux etapes
suivantes
8

; t? . :
% 6) (I ’hf)n+1 = |d+ mBh,hf Bh'hf ? E
ok Nt
t :
% avecF = H Bhvhf E-n+1 hf N+l (97)
2L n
7 n+1:__n+1+_|, AN+l
@ U
Les deux dernieresetapessort faciles
8
E (8) n+l _— t Bh;hf 7(| ;hf)n+l

M (98)

3 thyn+1 _— n+1 1 n+l
@ (ET)" =E 5

Sil'on regardelesdi erertesetapesde I'algorithme, on voit quetout se
ramenea desformulesexplicites, hormis I'in version du systemequi permet
d'obtenir le courarnt a I'etape (6).

Cette inversionrepreserte un co0t marginal car la matrice du systeme
est symetrique creuseet de petite taille egaleau nombre de noeuds du
maillage laire. Elle estdonneepar

8 "0 X hhy hhy °
E C‘;‘O: ~ + CO A k+% i k+%
k
t2 . 2 (99)
— B HURYH]
.§ CO 4 OL hshf ' ( )

ou la matrice de couplage "M estdonneedans(83). Supposonsle pash;
plus grand que le pas du maillage volumique h, pour un k x e, l'intervalle
[kh; kh + h] n'intersecte alors qu'au plus deux supports de fonctions de
basedu courant et la matrice C est tridiagonale.

Du point de vue des donnees, cet algorithme necessitetout d'abord
deux vecteurs pour le champ electromagretique. les etapes (3), (4) et
(9) de l'algorithme permettant d'actualiser le vecteur champ electrique en
n'utilisant qu'un seul tableau. De plus on utilisera, un vecteur pour la
charge, un autre pour le courant, un troisieme pour les [ (qui est un
champ localise sur les degresde libertesvoisin du ) et enn un dernier
pour " qui estla moyennedu champ electrique vu du noeud ™ sur le 1.
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4.4.3 Stabilit e

Nousallons dansceparagraphedemortrer quele schemapropose eststable
sousles mémesconditions qu'en absencede |. La demonstration repose
sur une loi de consenation d'energiediscrete.

La conserv ation de I'energie et ses consequences

De nissons,

8 X X . 1 . 1
3 (Bun, 0" = 5h° JEM)E+ Fh (HM)N B (H)ME
a f

1 1

X _ X ) .
2 +L7hf ((|\~hf)n)2+C%Tth Q") EQN )"

(100)
On va montrer que toute solution du schema (88) veri e

(Bn,; 0" = Bany: 0% 80 (101)

Admettons pour le momert ceresultat et montrons qu'il implique la sta-
bilit e sousles deux conditions

_Coh t o pl—é; S t_ L (102)

Pour cela, on remarque que le terme en (Hf;h )" z de I'energie peut se
reecrire

X _ _
2B} = oh®  (HM)" F (H")"E =
f
1 1 1

1 X . . 2 . . 2
oh?’z1r (Hf’h o7+ (Hf'h )”+E (Hf'h oz (Hf'h )n+%
f
(103)
soit, en utilisant la deuxieme equation de (88)

X ) ) 2
2E'r_1| - Oh3 % (Hf’h )n %_'_ (Hf’h )n+%
f
2 (104)
t2 X X )
%hs 0 Rf 2 (EJ")"

f a

Un calcul asseZong et penible que nous ne detaillerons pasici montre que

2
X
Ria(ES)" 120 ()"’ (105)

f a a

X

d'ou la minoration de I'energieen H

X . . 2 2 X .
26 oh® g (HM) B (HM )R 3°‘2;12t o (EM)°

f a

(106)
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La consenation de I'energiediscrete implique alors que
X 1 . 1. . 2
h? 0 E(Hf’h )n t+ E(Hf'h )n+% (2Eh;hf; t)O
N (107)

2
h3 0 (Ea;h )n ? (1 3(:(2;12t ) ! (2Eh;hf; t)o
f

desque - est plus petit que .
De la m&émefacon, I'energiepour la charge sereecrit

n X ey L hiiyn+ 1
2K, L cghr  (Qs"")" Z(Qs' )" 2

he X M g2
= Ldz Q)" Fe Q) (108)

S

-

Q")+ @iyt
soit, en utilisant la derniere equation de (88)

X . L ) . 2
2y = Ldn g @) @)
cix ox 't ao»

7Ny Ds: (17 1)"
4h: Cs

S

L

Pour un noeud” x e,il n'y aque?2 coe cien ts ID-.s non nuls, egauxa 1.
On en deduit I'in egalite

2

X X " X h 2
D (1" 4 a."on (110)
s .
d'ou la minoration de I'energieen Q
X 1 . . ) .2
2B Lgh 5 Q)" Fe(Q)TE
2 2 X ) (111)

- he heg ()"

La consenation de I'energiediscrete implique alors que
X 1 . 1 . 2
Laghe  5Q")" 7+ 5Q")"E (@B, °
s (112)

X 2
Lhe () " a C%hfzt) " (B, )°

desque % est plus petit que 1. Lesestimations (107) et (112) montrent

que sousles conditions (102), on a un contrdle de la norme L2 discrete du
champ electrique et du courant d'une part et de la moyenne entre deux
instants du champ magnetique et de la charge d'autre part. C'est un
resultat de stabilit e.
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Ou on montre la conservation de I'energie discr ete

Restea montrer l'invariance en n de ' energietelle que proclameedans
(101). En fait cette egalite s'obtient tressimplemert via les etapes suiv-
antes

On multiplie scalairemert la premiereequationde (88) par la moyenne
de E " entre deux instants , on trouve

X EM™ (ESM)T (ES)M + (ES)

oh

a 0 t 1 2
X X 1 ) (E )+l 4 (Eh)n
+h3 @ ZIR:.(H M)A a a —
a f h fa( f ) 2
X ;h yn+1 :h yn
hihey Cegpoheyn+t 4o sheyn (Eq") + (Eg")
o (B ) (171) (7" 7

(113)
On fait la di erencedesequationsen H a deux instants successifs

;h n+% shyn 1 ;h\n hyn+
JHDYE H L BT @

2t h 2

N

On multiplie scalairemen cette equation par (H h )" 3, il vient

X (Hf;h )n+% (Hf;h )n+% (Hf;h )n % (Hf;h )n+%
; 2t
XX 1 (BN (M)

h HIRf;a 2

oh®

(115)

(HM)" 2 =0

f a

On multiplie la troisiemeequation de (88) par la moyenneentre deux
instants du courant electrique, on obtient

X (|‘§hf)n+1 (I‘§hf)n (l‘;hf)n+1 + (l‘;hf)n

L h¢
t | 2h i
X X ) heyn+1 RUERY)
il & b @t )
. s f
X X ) ) ) :h yn+1 :h \n
- (B hih ¢ )a;‘ ((I\’h f )n+1 + (I«‘h f )n) (Ea ) 4+ (Ea )
a

(116)

en n on ecrit les deux dernieresequationsdu systeme(88) et on fait
la di erence,on trouve

(Q;hf)n+% (Q;hf)n i 1 ?(| ;hf)n+(| ;h)n+1 ~
= =D 5 =0 (117)

On multiplie scalairemen cette equation par (Q i )" z, il vient

1

X @i @Q")E Q") Q") E

h 2 t
S . . 118)
X X | \,h 34 (] \,h fyn+1 ) (
hf h]; IDs;‘ ( ) 2( ) (erh f )n+ % - 0

S
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On ajoute les 4 equations (113), (115) (116), (118), tous les termes
croisess'eliminent et il reste

(Eh;hf; t)n+l (Eh;hf; t)n
t

= 0 (119)

qui la loi de consenation annoncee.

4.5 Questions relativ esaux choix de l'inductance lin eique

L'inductance Ly telle que de nie dansle papier de reference
[8] est un parametre sensiblede la methode. Par exemple, Holland
proposed'abord la formule
a 0 h a? 3
Lhot =L (2)= = log(p=—)+ =—— =+ — 120
holl (=3 Q(PEI) e 312 (120)
Cette valeur est obtenue en faisart la moyenne de 5> log(5)1r a sur un
carre de longueur h.
Au vu desresultats numeriques, Holland corrige ensuite (120) en

Lot = L (%) L (0:06): (121)

On remarque que dans cette formule, l'inductance lineique arti cielle ne
depend pas de la position du | al'interieur du maillage. Par exemple,la
mémevaleur de L estutiliseequele | coupe une colonneverticale de cube
en sonmilieu ou qu'il soit aligne le long d'une ligne verticale du maillage
volumique.

Les experiencesnumeriques presetieesdans son papier montrent que
I'erreur numerique sur le courant esttr essensiblea la valeur retenue pour
L. Dans la section suivante, nous allons calculer preciemert la solu-
tion numerique correspondant au casd'un | inni attaque par une onde
incidente de type (EJ (x;y), H (x;y), Hy (x;y)). En supposart que
h = h¢ etquele maillagedu | coTncideaveclesnoeudsdecote(‘+%)h (qui
est la situation imagineepar Holland), le problemediscretise seramenea
un problemebi-dimensionnel qu'il n'est pastrop dicile deresoudre\ala
main".

Pour le momert nousn'entrons pasdansle detail descalculs mais nous
nous corntentons de resumerlesresultats obtenus. Nous allons exhiber une
valeur de L qui minimise I'erreur numerique et discuter les consequences
d'un choix autre que celui de cette valeur optimale.

L'erreur que nous analysonsporte sur l'inversede la transformee de
Fourier du courant (qui est une simple fonction du temps puisque le
probleme est choisi independart de z). Pour le cas cortinu et dans le
cadre de 'approximation quasi-statique on a

Eine (1:x¢5yp) il o lae .
N0 5 log 20, + IE (122)
a des termes petits comme x?jlogxj pres,x = ! acol. Pour le stchema
numerique, on pose
X .
Mey= t @ Mynen t (123)

26



et on suppose que la fonction  a toujours son support inclus dans un
nombre ni de mailles. On montre alors ( estla constarte d'Euler)

Eine (1:xs5yp) il o | ae W2 .

0

les termes negligesetant petits commex?logx, x = ! hc, 1
La constarte K " ne depend que de I'op erateur de valeur sur la section
dul. Ona
X X .
K" = (B™)¥ (B™)PIC) iq j; (125)
pid i
ou lesCp,q sort desconstartesnumeriquesdont lesexpressionssort donnees

en annexe. Elles proviennent du developpemert limit e de la fonction de
Green sortante de I'equation d'Helmoltz discretisee. Si

12 1
gegzq +( nG")pg = nZ 0 (126)
avec
1
( nG"pa = 15 Gp 19+ Gg 1% Gpuag * Gpgu 4Gy (127)
alorson a
_ i,@,c.'h 1 2h2 'h
GMpg = ~HP (e =)+ 0 log —); 128
(GMpiq 20 ( Co) ( C% g Co) (128)

ou le grand O estuniforme sur tout ensentle de couples(p;g) bornes. On
a par exemple

Co;o = glog 2; Co;l = Co;o + Cl;l = Co;o + 2 (129)

E;

A partir de cesexpressionspn peut calculerl'erreur relative sur le courart.
On a

| opt
. 0 1 2
log*(*3e—) + +
avec
opt — O h h .
L% = 'R Iog5+ K : (131)

Ainsi, si la valeur optimale n'est par retenue, l'erreur relative tend vers
0 commelinversedu logarithme du rayon rapporte a la longueur d'onde.
Cette convergenceesttr eslente d'ou I'imp ortance de choisir la valeur opti-
male de L. Remarquonspour nir qu'une mauvaisevaleur de l'inductance
engendreune erreur du mémeordre que celle entrain eepar une erreur sur
le rayondu I.

De l'expressiondu L optimal, on peut deduire les points suivantes.

La valeur de L°P* depend du rayon du | par une relation simple du
typeL = C; Czlog?.
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Si I'on change la position du | relativemert a la maille, on doit
changer la valeur du L utilise. Par exemple, choisissonsl'operateur
deHolland pour B " tel quedonnepar (87) etimaginonsle | localise
sur une ligne du maillage. D'apres(125), la valeur de K " doit etre
prise egalea Cp.o = -1.616936436tandis que si le | passepar le
certre d'une face d'un cube du maillage, on doit prendre K " =
7Co0 + 3Co1 + 7C1;1 = 0.7178187.

Pour un operateur de valeur sur la sectiondu | B " donne, il existe
un rayon maximal de | a partir duquel L°" deviert negatif. On a
doncuneplagederayonde | quel'on peut modeliser, plaged'autant
plus grande que l'operateur B " est etale sur la grille. Toutefois, il
existe un compromis, car si cet operateur est trop etale, les erreurs
negligees(les O(h? logh)) peuvert devenir preponderertes.

Nousreviendronssur tout cecilors dela presertation desresultats numeriques.
Signalonsen n que cesconclusionssort egalemen valables pour tous
les schemasdont nous avons parle (modele de Holland inclus). En ef-
fet, pour les schemascertr es, la discretisation en temps induit une erreur
en O(! 2 t?), qui est negligeablepar rapport a l'erreur decrite ci-dessus.
L'erreur numerique n'est pas de nature dispersive mais est principalement
due a la geometrie. Par cortre, les conclusionsne sort (a priori) plus
valides si le | n'est pas parallele aux axesdu maillage. On pourrait cal-
culer lesvaleurs optimales de L dansle casou le | estoriente suivant des
diagonales(c.a.d. lorsquequ'il existe un problemediscret bi-dimensionnel
sous-jacef) mais nous ne savons pas si les valeurs trouv eescencideraient
aveccellesrelativesaux casd'un | paralleleaux axes.

5 Le probl eme bidimensionnel et sesconsequen-
ces sur le choix de l'inductance arti cielle

5.1 Le probl eme bidimensionnel

Dans cette partie, nousallons nousinteresserau problemebidimensionnel
de la diraction d'une onde par un petit disque circulaire de rayon a. Ce
problemecorrespond a un casparticulier du cas3D trait e danslessections
precedertes. En e et, toute ondeincidente de la forme

EFC(Gyit); HY(Gyit); HY(xy;t) (132)

donne naissancepar diraction sur un | inni d'axe Oz a un champ
diract e
EJOayit); HIy;t); HIxyit); (133)

la composarte electrique du champ E = E, = EI'® + EJ veriant le
systeme 8 D
3 > @E E=0 x2+y? a

0

p

E=0; x2+y2=a (134)

E(t=0)=E% E(t=0)=EL
On reconndt les equations qui regisseh la diraction plane d'une onde
par un disque D, de frontiere C,.

En suivant la demarche de la section precederte, on va construire un
modele approche qui, apresdiscretisation, aboutit a un schemanumerique
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qui s'averera®tre un casparticulier du schema3D etudie precedemmett.
Ce modele 2D, plus simple, va nous permettre d'analyser precisemert
I'in uence del'inductance lineiquearti cielle L surla precisiondesresultats
fournis par le schema.

Pour mener a bien les calculs, il s'avere necessairede caracteriser le
comportement dela fonction de Greendel' equation d'Helmholtz discretisee
sur une grille reguliere avec un Laplacien a 5 points. A notre connais-
sance,cecalcul n'avait pasete encoree ectue. Le calcul, long et technique
quoique elemertaire seradetaille dans une section autonome.

5.1.1 Construction du modele appro che

On commencepar ecrire le probleme satisfait par le prolonge de E par 0
al'interieur du disque. On a

8
3 2@QE E= o2 a@;.%; dansIR?
5 E=0 surC, (135)

E(t=0)=E% E(t=0)= E%

la fonction 2 a@j,( ;t) estla densite de courant porte par la frontieredu
disque egalea la deriveenormale de E sur l'ext erieur du disque.

La premiereetape pour I'obtention de notre modeleapproche consistea
negligerlesvariations du champ incident au voisinagedu |. On substitue
a la condition de Dirichlet sur la fronti ere du disque la condition

ES +122Einc ;itd =0, (E® E E™ 136

feat gy EM@ DA =00 ( ) 139)
le champ incident E"® etant solution de I' equation desondesdans'espace
libre avecles meémesconditions initiales que E.

Le probleme satisfait par E4 devenart invariant par rotation, E¢ est
une fonction du temps et de la seulevariable radiale r. De m&me,la densite
de courant est une fonction dependart uniquemert du temps. On pose

I(t) = 2 a@ (1) (137)
et le problemeapproche
S 1 d d_ Ca . 2
% %@E ZE = ol—ﬁ. dansIR
e L i EMC( :a;t)d ; surCa (138)

2 0
Edit=0)=0;, EYt=0)=0;

seresout a l'aide de la transformee de Fourier-Laplace en temps. Les
calculs sort identiques a ceux du cas3D. On trouve

: 1 4 HY (U reg?)
Ed: _ emc(!)ue i!td!; r>a
2 . H® (1 ag )
1 ] 1 )
Ed = i €inc (| )Me it tq T r<a (139)
2 Jo( agy )
Z, 142 '
enc (1) = > EMC(a; ;t)d €'tdl

0 0
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etenn

1 Z1
OI_: @Edr:a* @E?:a = 2— i:(! )e it td! :
1
e €inc (! )l (140)
odo(! acy HEHD (1 acy?)
En particulier, on a la relation
: 1 Z 2 .
2 Sir>a EY(rit)+ > E™(a it
N P (141)
=0 oy oo r | N
' 2 2Ho (Co) 2Ho (Co) Jo(! acy )I(! )e " tal

Supposonsque le champ incident ait une frequencede coupure ! * pour
laquelle ! *r* ¢, soit tresinferieur a 1. Pour r variant a dea ar*,
on peut substituer a l'integrande son developpemern limite. A l'aide de
(40), les fonctions de Besseldisparaisset et ne subsisteplus qu'un terme
constart proportionnel a log £ et doncindependart de! . On obtient par
transformation inverse

8

3 Sirf >r> a
S 122 (142)
= GRUE GRS . E™ (a; i)d  olog(2)L4Y)

C'est l'approximation statique.

Pour achewer la construction de notre modele approche, il ne reste plus
gu'a moyenner la relation (142) a l'aide d'une approximation de l'unit e
telle que celle de nie dans(38) avecr* < r* et a regulariserla massede
Dirac, toujours a l'aide de cette m&éme fonction

On obtient le modele

; %Z@E E = oL
5 E =L L (143)
" E(t=0)=E% @E (t=0)=E!
ou L esttoujours donne par
Z .+

r
L == 1ogly (2 rdr (144)
2 4 a
qui est a la basede notre etude. Compare au cas3D on voit que la charge
a disparu et quele courant est maintenant une fonction de la seulevariable
temps.
Il ne serait pas dicile de montrer que le modele (143) correspond a

un problemebien pose dans I'espace
(E;1)2 CYO;T;L%(R) IR)\ C°0;T;H(IR) IR) (145)

ou H() estl'espacedes fonction qui sort, ainsi que leur gradiert, de
carreintegrablesur . Tout reposesur la consenation de I'energie

E(t) = EQ); 8t> 0 (146)
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avec Z

E(t) = 1j@E jZdx + jrotE j2+ oL L2 (147)

RC5
egalite qui sedemortre directemert: on multiplie I'equation desondespar
@E et on integre. Puis on derive I'equation de cortrainte par rapport au
temps, on la multiplie par |, apresaddition, le terme croise disparat et
ne reste plus que la deriveeen temps de I'energiequi est egalea zero.

5.1.2 Deux discr etisations du modele appro che

La discretisation des equationsdu modele laire bidimensionnel s'appuie
sur les mémestechniques que cellesutilis eesdansle cas3D. On commence
par ecrire le probleme sousforme d'un systeme variationnel ewolutif que
I'on approcheal'aide d'elemens nis. Le systemed'equationsdi erertielles
obtenu s'integrea l'aide d'un schemaaux di erencesnies.

La formulation variationnelle de (143) s'ecrit

teI que 8F 2 H(IR?)
zZZ zz

2
1d FE rF= oL F

8
% trouver (E ;1-) 2 CO(0; T;H1(IR?) IR)\ CY0;T;L%(IR? IR)
% gdrzz
avec E =L I-
(148)

On approche ce problemepar deselemerts nis P! construits sur une
grille regulierede pash. Si Py, estl'espacedesfonctions dont la restriction
sur chaque carre du reseauest lineaire par rapport a chacune des deux
variables d'espace,on notera ' . I'ensenble desfonctions de basede

i5j
Ph, ou la fonction ' [} est I'elemert de Py qui prend la valeur 1 sur le

noeud (ih; j h) et O sur lesautres. On a
oy = 100 M) (149)

ou les !'(s) sort lesfonctions chapeaux.
La solution approcheeest rechercheesousla forme

. X .
E"(cyit)=  EN@) (kY (150)
i
commela solution du problemevariationnel
8
trouver (E";1-")2 C! (0;T;Pr IR)
% tel que8F" 2 F,

Y4 Y4 27
1 d? ) . ) 151
: Zqr,, NN rEN R g e 090
avec E =L L

En regroupart les composartes de E " (t) dansun vecteur, on obtient
le systemed'equationsdi erertielles ordinaires

8
2 1 hdZE hg N2 ey —
2 )+ A"ET(t)+ oB")L"(t) = O (152)

avecBTEN(t) L L"(@)=0

>
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ou

8 Z7Z
§ (M T ay) iho;j o(X; y)dxdy
227 ho@h n @n
aopt= G CLe B8 O gy sy
Z7Z
% B =l ¢ X yAy

En utilisant la formule de quadrature pour calculer les integralesinter-
venart dans les expressionsdes matrices, on diagonalise la matrice de
masseet Ay, est h? fois le Laplacien a 5 points

(AnuMig =4y ulf o Ul gy Ui Ul (154)

Le systemes'ecrit

8
> h2d?E ™" ; o e
%T(th APEP () + oB )L (1) = O (155)

avecB"EN(t) L LE"(t)=0
Il ne resteplus qu'a discretiserentemps. On distinguera deux schemas.
Le premier evalue a la fois le champ electrique et le courant a desinstants

ertiers du typen t. Le seconddecalele courant d'un demi-pasde temps.
Le premier schemas'ecrit

% e EM) 2T (EM)N
Co t2
E + o(B M2 (LM =0 (156)

+ Ah(E ;h )n

avecB"(EM)" L (") =0

tandis que le secondest

8 h . .
Jhyn+1 hyn shiyn 1
h2 (E ) Z(E ) (E ) + Ah(E h )n
Gt

% + o(BM)7 F(LM)EL L) E =0 (157)
Cesdeux sthemassort certr es, le premier est plus naturel que le second.
Toutefois ce dernier a I'immense avantage de consener une energie qui
implique une condition de stabilit e independarte du | a savoir

avecB %(E oyt 4 %(E Lz =0

1—E1 ' 8n 0

n+—
h 1 h 2
2En21t= e Ea ) GG oL (ILh)ntd”
i;J' Co t
E ™ ENESDT ES" (158)
h h
zX g™ (B Eny)" ()"
h h
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d'ou I'on deduit lesinegalites

8
. . 2
3 X EES) 2 2 ' _n
h n 1 =5 2/
5 i 200 2 (159)
T (oMt ob 28"
desque la condition
cp t 1
— < p—i (160)

est satisfaite. On en deduit que le schema (157) est stable sousla méme
condition qu'en I'absencede |.
Pour le schema (156), I'energieconseneeest

“ 81 0
:h :h 2
(Ei;j )n+l (Ei;j )n

+ oL (1Mt

* RN /AKKRRRRARRRRY 00
\S] M
S 35
+ = [T
[N -
- 1]
1l
= ol
N =3

i5j G t
O D e D GO L Gl
et ES)TENEDL) ES)
" h h
(161)
Ecrivonsla decomposition
2
) ) L |_;h n+l 4 |_;h n
OI— (l_'h )n(l_’h )n+l = O( ) 5 ( )
162
2 ;hyn+1 ;hyn 2 ( )
o 2 (L) (1)
4L C t

puis utilisons la relation liant le courant au champvia B " . A l'aide d'une
inegalite de Cauchy-Swartz, on aboutit a I'estimation

hzx (Eg')"™  (By)"
iij Co t
2 2 1
% 1 2c(2)hzt ZE%th (BB )’ 2E (163)
2

1 . 1 . e
E O(I—'h )n + E 0(|_,h )n+l OL 1 2Eih, t
2

si la condition

[N

h ih ihy? 0
@t px 1+ @")B") g (164)

est satisfaite. Cette condition s'avere experimentalement necessairegoour
la stabilit e. On voit quele schemaest stable sousune condition qui depend
dela nature du | (I tresmince ou epais), ce qui est génart puisquel'on
peut &tre amene a dewvoir utiliser un tout petit pasde temps pour pouvoir
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prendre en compte le petit disqueconducteurdansle milieu 2D. Le schema
(157) est donc de loin preferable.

La resolution du schema (157) peut sefaire en introduisant lesincon-
nues scalairesintermediaires

(L) 2+ () 3

5 ;
On commencepar une premiere etape de di erencesnies classiques

n—

"=BMEM" (165)

(1) (Ed )n+l — Z(E h )n (E h )n 1 C%hztz Ah(E h )n (166)

On a

hZ(E ;h )n+1 (Ed)n+l
g t?
et donc, en appliquant B " on obtient la premiere egalite
n+1 (B h )(Ed)n+l
g t?

qui, jointe a I'equation

+(B")"=0 (167)

h? +(BM"YBM)? "=0 (168)
%( n+1l +2 n4 g n l) = L_ n (169)
0

forme un systemelineaireenlesdeuxinconnues "*! et " quel'on resoud
en

8
;@ e =2 BM)ET)T 2 "
L 2 o b
E ® "= _o+ (%ilhz (BB ")’ Efi (170)
- (3) n+l _— 2N n o1, £ n
0
et on termine par
4 E;h n+l _ ECf n+l C(Z) t2 B;h ? n. 171
@ (E") (E%) —pz (BT (171)

Avant de clore ce paragraphe,soulignonsle lien erntre cesdeux schemas
2-D et les schemaspresenespour le casMaxwell 3-D. On considereun |
inni maille avecun pash = h; et tel que les noeudsdu maillage laire
soiert situesa mi-hauteur descubes du maillage volumique. On regarde
les solutions de (89), resp. (80), avecE’, Lk ° Ely] . ik etH?” L+ bk nuls
et les autres composartes electromagretiquesindependartes de l'indice k.
Apreselimination descomposartes magnetiques,on veri e sanspeine que
la chargen'intervient plus et quele champ Eiz;j;k w1 = Ef verie lesthema

2-D (156), resp. (157) aux substitutions

% BM 1 LB
iy (TR o

; (l_;h)n+%!

schema (80); (172)

ot n+1t hen
) ")

: schema (89);

pres.
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5.1.3 Resolution du probl eme appro che et calcul de l'inductance
arti cielle  optimale

On se propose dans cette section de resoudreexplicitement le probleme
discretise. On s'interesseprincipalement a deriver une formule valable a
des termes negligeablespres et reliant les valeurs de la transformee de
Fourier entemps du courant avec cellesdu champ incident moyen autour
du I. Cela nous permet de calculer les valeurs optimales de L et de
discuter du choix de la fonction

Le probleme que nous ervisageonsest le schema (157) complete avec
les conditions initiales en temps, par exemple

8 .

2 ()= E°(h:jh)

(173)
z (E;")* = EO(ih; jh) + tE*(ih; jh) Cg>2h;szhE°(ih;jh)

On commencepar introduire le champ incident, solution du schema en
I'absencede |

8 h h "

2 2 (B )n+l 2(Einc)"  (Eipe)" ' heehyn —

! G t2 +A"(Ep)" =0 74
(Em)°=EM% (Eq)t=E""

>

La solution du schemas'ecrit
(E™M)" = (Epe)" + (EQ")" (175)
ou (EE;,h )" est solution du probleme

h2 (ED;h )n+1 Z(ED;h )n (ED;h )n 1

C% t2 + Ah(ED,h )n
+ o(BM)? F(LM)ME4 LM £ =0
. . (176)
aVECB h %(ED,h )n+l + %‘(ED,h )n L (I_,h )n+%
1 . .
= 3 (E)" + (en)"
(E5)°=(Eg') =0
ou (ei,;ﬂ: )" estle champ incident moyenvu du |
hyn ;h ;hyn X hoyisj ;hyn
(Ene)" = B (Ejpe )" = (B )" (Eine )i (177)

iij

Le schema etant d'ordre 2, il est bien connu que si les conditions ini-
tiales sort assezregulieres,chaque (Ei,ﬂ )ij Vva approcher le champ inci-
dent du problemecontinu. Comme (B ") applique a un vecteur consistea
evaluer savaleur au certre du | de manierecertree( ne depend que de
r). On peut donc supposerque(ei;hC )" approche la valeur vraie du champ
incident au certre du | a destermespetits comme(! h)?. Cette erreur est
uniquemert due a la dispersion du schemaque I'on supposemaitris ee(en
d'autres termesdeserreursdetype O((! h)? serort negligeesdansl'analyse

avenir.
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An deresoudre(176), onintroduit lestransformeesde Fourier-Laplace
discretessuivantes.

X
: EM)= t E N Nt
% Ash Xn ° L .
l— (! ) = t (|_;h )n+§ e|! (n+1) t
"X

(178)
_% @r)(ry= t

(ei;nhc)n + (ei;nhc)n+l gl (M)

NI =

n 0

Ces transformeessoH_de nies analytiques sur! > 0 desque le schema
eststable (i.,e. co t 2 h). De plus, on peut construire une equation
type Helmholtz discret en procedart de la maniere suivante: on multiplie
I'equation desondesdiscretespar €' " ' et on sommesur n de 1 al'in ni
puis on multiplie la secondeequation par €' ("*2) ' et on somme sur
n. A l'aide d'integrations par parties discretesqui utilisent les conditions
initiales nullesenn = 0 et n = 1, on aboutit a

8 12 1 ih

3 et ES) AES) = ocot e ")

5 - o (179)

T BM)EN)cos(—-) L= (&)

ou!  estdonne par

t

. itsin |T =1 (1+0(2 t?) (180)

On peut resoudreexplicitement ce systemed'equation a l'aide de la fonc-
tion de Greendiscrete. Si G"};q verie

! 2th2 h h 00
= Gpq AnGpg= 1 g (181)
h . Ah .
anrs(I‘:“D' ) estrelieal— par la relation
. It X . ...ash
(B oo = ocoS(—-)  Gf g ;(BM)Y L (182)
p:a
Maintenant la secondeequation du systeme(179) s'ecrit
0 1
er) =@ 0co§(7) Gp g j(B)Y (B I
iiopa
(183)

Dans cette equation apparat une double sommeportant sur lesnoeudsdu
maillage qui intersectert le support de . Supposonsque nous choisissions
ce support de l'ordre de quelquesmailles, seulsvont alors intervenir les
valeurs de Gg;q pour p et q petits. Pour avancer un peu plus dans les
calculs, nous allons admettre un resultat que nous demortrerons dans la
section suivante. On a

h
log(—) + log2 Coq+ iz
2 Co 2 (184)

12 h?

+0 G log(—=%;)

h
Gp:q
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ou Cpq est une suite de nombres dont la de nition preciseest donnee
par (208). Notons que ce comportement asymptotique est valable uni-
formemert sur tout ensenble de couplesd'entiers borne.

Choisissonsct’h—t constart et faisonstendre a la fois et h vers 0 de
telle facon a ce que le support de  soit toujours inclus dans un nombre
ni de mailles. On peut alors a l'aide du resultat precedert obtenir le
developpemert limit e.

0

) X X I h
(er) =@ + 2—0 Iog(a) + log2
i pa X

Cpq + iE (B ih )p;Q(B ih )i;j i i\_

- 1 2h2 Co
=0 ? |Og(m)
(185)
Comme
X ZZ  x ! zz
(CEBLEIE Fog(GY) (X y)dxdy = (x: y)dxdy = 1
P P e
186
(185) sesimplie en
: ' h . . " /\Qh
(@)= L + 2_0 |Og(a) +log(2) + is K oy L
(187)
Avec . X X o o
K" = (B4 (BN P9Cy g | (188)
pia i

C'est cette formule que nous allons comparer au cas cortinu pour lequel
d'apres(140)

i -
enc (') = odo(! ag 1)ZH(()1)(! ac, 1))
_ 0 l'a . I 2a? Co =
= 5 Iog(a) + log2 + |E + 0 ?Iog(ﬁ) ')
(189)
La comparaisonmontre que
:h
(éirjﬁ) €inc — o Iog(h) K 4 + 2L
N T 2 a
I— I— 2, o | 22 & (190)
+0 ?Iog(q) + 0 ?k—)g(m)
Ainsi, sila condition
=0 ny, opn
L = 5 Iog(a) + > K (191)

est satisfaite, la relation champ incident moyen courant estidentique a des
termes petits comme x? log(x) ou x est ! hcol ou! acol. Par contre, si
cette condition n'est pas remplie, il existe une erreur approximativemert
constarte entre modele numerique et modelecortinu. Ce qui implique une
erreur relative sur le courant qui varie commel'inversedu logarithme de
I ag,!. Cette quantit e tend bien verszero mais a une vitessetr estr eslente
d'ou la necessik de satisaire la condition (191).
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5.2 Analyse de la fonction de Green discrete au voisi-
nage du point source

Le but de cette section est d'etablir le comportement de la fonction de
Green du schemaa 5 points pour I'equation d'Helmoltz au voisinage de
la sourcelorsque le pas de discretisation est petit. Ce calcul s'e ectue a
l'aide de la transformation de Fourier discrete.

Si up,q estune suite de carre integrable,on de nit

(An(2):U)pq = 22Upg + (Upig 1+ Upg+1 + Up 1q+ Upriig  4Upg) ;
(192)
Ay (2) de nit un operateur de *? danslui m&mepour tout z complexe. De
plus, comme
X X
=m  (An(2):U)pqTUpg = =M2Z  jUpgj?; (193)
pid i

An(2) est coercif sur “2 pour tout z de partie imaginaire positive et par
voie de consequenceest inversible sur 2.
Posonsx = ! 2h2=2, le but de ce qui va suivre est de determiner la
fonction de Green
h — ; . .
Gply = An(x+i) (8 o) (194)

puis de calculer
h o — i .
Gpq = lim Gjy: (195)
En particulier, on s'interesseraau comportement asymptotique lorsque! h
tend vers 0 de GJ},.
5.2.1 Calcul par transformation de Fourier

Onposex = x+i = 3! 2h?+i . Le problemesatisfait par G s'ecrit

h h h h h h - p Q.
2X Gpg+ Gpg 1+ Gpger * Gp 19+ Gperyg 4Gpg = 0 o (196)

On de nit la transformation de Fourier de G dans la direction p,

X .
G = G (197)
q

Apresmultiplication par € 9 desegalites (196) et sommation sur g, ér;h
doit satisfaire

20x +cos G + G+ G = b (198)
L' equation (198) estunerecurrencea deux niveauxd'equation caracteristique
P(X)=X2 22 x cos)X +1=0: (199)
De nissons
s s

3 x cos) (@1 x cos)

(2 x cos) (2 x cos) (200)

r()=@ x cos) ()

=@ x cos)+ () (201)
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ou lesracinescarreessort de nies via la determination principale du log-
arithme. C'est a dire que<e z > 0 pour tout z non situe sur la coupure
z 2 R . Admettons pour le momert le lemme

Lemme La fonction r () estde nie analytique sur la bande

B =f 2C=j=m j< argsinh g;
ou elle verie
jrQ)i<y Pr()=Pr()H=0

Comme é,;h doit etre une suite “2 pour tout , necessairemen
h — ;h ipj -
G = G (r )Py

car la deuxieme solution (1=r )IPl exploselorsque jpj tend vers I'in ni.
L'equation ecrite en p = 0 permet d'obtenir

(r 1=r)6;" = 1;

d' ou o
. r )
G = ( 2) : (202)
L'utilisation de la transformation de Fourier inversedonne alors
Z ) o
. 1 e 'l (r)”
Gh = = — 7 d: (203)
PaT 4 ()

En particulier et en utilisant la parite de cos

Z .
n_ 17 cosq (ryf

Gpq 7 0 d: (204)

Il restea montrer le lemme. La seuledi cult e estde montrer que le choix

de la racine carre est celui qui assureque le module de r () est plus

petit que 1 pour tout . On va decomposerla preuve en plusieurs etapes.

Tout d'abord, on remarque que si est dans B , alors le module de la

partie imaginaire de cos , qui est toujours plus petite que jsinh(=m )j,

est strictement borneepar . En particulier B ne peut contenir de point

tels que P admette deux racinese ' de module unite. En e et, pour
un tel point on a

=m( coy )+2 x i +2cog))=0

et la partie imaginaire decos cencide avec . Tout celapour dire que sur
B onasoitjr j< 1soitjr j > 1. Maintenant, pour montrer que I'on est
dansle premier cas,il sut deleverier enun point deB (par exemple
=0) et de s'assurerde I'analycit e de la fonction r sur B . En e et, sices
deux proprietessort satisfaitescommeB estconnexepar arc, s'il existait
un point ? tel que le module de r etait plus grand que 1 on pourrait
relier ce point a 0 par un arc et par continuite on aurait I'existence d'un
point intermediaire dans B pour lequel le module de r serait 1, d'ou
une contradiction. Verions tout d'abord l'analycit e. Si a et b sort deux
complexes,la fonction

Z | exp% IoQ(ﬁ);
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est de nie analytique sur le plan complexepriv e despoints z tels que

= 0;
z b
soiert
z:1+ a+ 1Tb; 0 , z2][ab:
Prenonsa=3 x i; b=3 x i puisa=2 x i; b=1 x i ,comme

[a;b] fz; =mz = gonverie queB n'intersectepaslessingularitesde
et r estbien analytique. Restele calculen = 0. On a

r r
1 1

=0)=f =1 i 1 1+ —— 1+ —

o 0 =@ x i) +1X| +1X|

On veri e quejf (x)j tend versOalinni et estcortinue pour x reel. jf (X)j
estdoncplus petit quelalinni. Celaentra™equ'il doit enetre de méme
enx = 0O (toujours pareil, sinon, par continuite il y a existenced'un point
intermediaire tel que jf (x)j = jr (x = 0)j = 1 ce qui estimpossible sur
B ).

5.2.2 Passage a la limite par absorption limite

Le princip e d'absorption limite consistea faire tendre versO0 par valeurs
positives, x restant x e dans!'expression

Z .
. 1 cosq (r )M
h — ~ d:
Gpg 7 0 d; (205)

ou est donne par (200) Pour simpli er, on neregardequele casx < 1.

Il nousfaut regarderla limite d'une racine carrelorsque (au moins pour
des petits) on s'approche d'une coupure. On distingue deux cas selon
quecos estcompriserire letcos =1 X.ouenre cos etl

Dans le premier cas, tous les termes situes sousles radicaux tendernt
vers un reel positif (grace a I'hypothesex < 1). Il n'y a alors aucune
di cult epour le passagea la limite et le resultat estindependart du signe
de . Dansle secondcas,l'un destermessituessouslesradicaux tend vers
un nombre negatif et le resultat du passagea la limite depend du signede
. Plus precimen, si = 1+ x+cos; =2 X cos >0,ona

S S

— — i —5—+0(?
s s

i Signe( + ) —= i —; ! 0

Finalement, six< 1,cos =1 X, onde nit

rp()=( x cos) p(3 x cos)1 x cos)

Mm)=(@ x cos)+ip(3 X cos )(cos 1+ X);
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et la fonction de Green discrete est donnee par

- h
Ghy = lim Gpy
Z h a
= cogq )(rm (1))
o (3 x cos)cos 1+x) (206)

|
2
z h

1 cogq )(rp( )4
2

"3 x cos)T x cos)

5.2.3 Comp ortemen t pour h petit

On rappelle que dans cette formule, x est egal a ! 2h?=2. Si on regarde
p et g comme deux parametres x es et que l'on fait tendre h vers 0, le
point (ph; gh) va tendre vers (0; 0) et I'on peut s'attendre a ce que Gh

approche G, (ph;gh), ou G, estla fonction de Greendu problemecortlnu

12G, + Gy =
qui est donneepar

. o
Gi(n= HP M= Xy

. P—0—— -
Au voisinageder = = p2+ ¢?h 0, on utilise le developpemert asympto-
tique ( estla constarte d'Euler)

Gi(r) = Zi log(! r) + log(2) + iE +0 ! rlog(%)

qui montre une singularite logarithmique de la fonction que I'on cherche
a approcher. A partir desformules precedertes on va montrer le resultat
suivant

Prop osition : Soit Gh la fonction de Green sortante (c.a.d.
suite donnee par (206) avec x = 12h2=2), alors on a le developpment
asymptotique

1
h _ .
q = — log(! h) + log2 a+i=
Gpg 5 og(! h) + log Cpg * i > (207)

+0 ! 2h?log()

ou Cp,q estla suite de nie par

CO;O = ;'ng
Z,
Co;q = Co;o‘l' p#d
1 @ )+ )
L 1 (208)
Cl;q = 2C0;q ECO;q+l ico;q 1; (q6 O)
Cpa = 4Cpa 1 Cprigr Cpag1 Cpg2 8p 2
Cpa = Cipjsig
avec qqu) 1
coqqu
f = - 2
a() cosu 1 (209)

= =Cos u
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Avant de demortrer ceresultat, on va faire quelquesremarquessur l'in ter-
pretation de ceresultat. De nissons

Cpq = €79 (210)

les proprietes du logarithme nous permettent de reecrire (207) sous la
forme

i 1
Ghq= ZHS (thpg)+ O 12Wlog Y Ge(hpg)  (211)

Cette egalite signi e que, a destermes negligeablespres, la fonction de
Greendiscrete au point (ph;gh) s'identi e ala fonction de Greencortinue
evalueesur un rayon ,qh distinct de (ph;gh). Par exemple

ooh  0:1985081; 10h  :954908%;  oh  1:9469204

o (212)
s4h 5:01416h; 22h  2:02012° 2h;
Apparemmert on trouve que
p___
hy PP+ sipP+ P!l (213)

mais nous ne montrerons pasici cette conjecture.
Pour montrer la proposition, on commencepar regarder ce qui sepasse
enp=q9q=0.0na

i 1
Gg;O = 2_|8;o Z_Jg:o
Z
18y = P d (214)
00 0 "B x cos)cos 1+X)
d
JS;O = P

3 x cos)I x cos)
E ectuons les changemerts de variables

2y + 2 2x

cos = v dans|{, 015
cos = (6 5x+x%)* 2 dans J§
- (2+x)2 2 0:0
apresquelquescalculs penibles,on trouve
Z
e = b d
00 ~ P
’ 0 1 2)1 2x(1 x=4
p @ 0 A=) 216)
. d
J0:0 - P

o (1 2 (1 x=2)2 32

Cesintegralessort desintegraleselliptiques de premiere espece. on peut
ecrire
i
Glo,= =—K x(1
0;0 2 (

1 | 2h2
2

(217)



Le comportement de la fonction elliptique K d'argument petit ou proche
de l'unit e est connu, [15] pages535formule 10.3 et 559 formule 10.12. On
obtient

K(u) = —+O qug— ;u 0
1 1 (218)
K 1 EX = élogm"’ 2|092+O X|Og;
d'ou I'on deduit (207) pour (p;qg) = (0;0) avecCp.o = %Iog(Z).
Maintenant, on passeaux indices (p;q) de la forme (0; g). On ecrit
Gh = Gh o+ o4 Lgh
0, ~ 0;0 2 0;q 2 0;q
z
1 co d
' o (3 x cos)cos 1+ Xx)
(1 cos@ ))d
J‘S.q = P :
‘ (3 x cos)1 x cos)
Comme x est suppose plus petit que 1, on a les majorations
z
1 1 cosq 1 cos
Ny P=— p———d 220
0 2 X 2[sup; ;] 1 cos o cos 1 X (220)
or, !
1 cosq sin® g o
su —— = su —= — 221
21 p;] 1 cos 21 p;] sin® 5 2 (221)
(le 5 n'est pasoptimal mais noussura ici), et
z z
1 cos ! 1 u du
p: = B
o cos 1 x 1xy(u 1 x)(1 u?
Z, p (222)
1 1 u X
P P du= —
2 X 1x U 1 X 2 2
d'ou on deduit
g = O(X) (223)
Pour traiter J‘Q;q, on fait le changemen de variable = cos
z 1 x r——
1 d
Joq = f p 224
T R
ou fy( ) estde ni dans(209) et on e ectue la decomposition
21 tg()d
Iq = pq— +I0+ 37+ 8 (225)
@ Ha+ )
avec 5 ;
o= X fq() il o1 o1y
- . I+ 1 x "3 X "3
r
= o Xf () 1 1 p d
’ p 1 x e oHar )
z 1
Jh — fq( ) d
3 - p:
1x (3 )@+ )
(226)
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La majoration (221) permet d'obtenir

. 2
sup fo( ) 1 Paa
2[ 1;1] 2 (227)
U . L1 L1 191— X
2[ f;l] "3 x "3 "2 X 2 2
d'ou
p_ q2 VA 1 x d p_ qz 2
Jp 2-—x P = 2—X (228)
4 1 @a x Hyz+ ) 4
de mémeon a facilemert
Z
Y 1 ! P X
3 2 211 x1 (3 A+ ) 1« 2 4 x2 ( )
Le plus delicat est le terme en JJ. On commencepar la majoration
h fq() L5
J, , sup ]pa— A(X) 5faﬁA(x)
1,1 x
A (230)
A(x) = bt 1 p d
o T x YT+
On decoupe A(x) en deux morceaux,on a
Zy p T d
1 X 1+
pl— Z, q 1 (231)
2[ 1,00 1 X 1 1+ 1 x
et
z 1 x pl— d
p———— 1 p—
0 1 x 1+ |
. Zix L ! (232)
su p— B 1d
2[0';31] 1+ 0 @)@ x )
Le sup vaut 1 et I'integralesecalcule a la main, on trouve
Y4 Y4
- 1 X . (1 )d _ 1 X . (1 )d
o (T ) x ) o Z 2@ H+1 x
(233)
soit z
- 1 bx 2 21 %)
20 Z 20 H+1 x
y Z, 4 (234)
+ > P— -
0 21 %H+1 x
ou encore
h | z 1 X
P 1 x
T= f@oa x ), +E et :
0 ( @ M 7
Z: 4
= pl x+5 ’ pid —pl x+§ar cosr(E 1)
- 2 z 1 7 X
(235)
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Finalemert
1 P—— X 2
A(x) 2 191: 1 + 1 x+ Eargcosi(; 1) 1+ x (236)
X
Un developpemert limit e donne alors
1 1
A(x) = X log ;(1+ o(1)) (237)

Finalemert, JI' et J}' sont asymptotiquemert petits commex et JJ est
petit d'ordre x log % En injectant cesresultats dans (225), on obtient le
developpemert pour Ji, qui joint au developpemert (223) pour I, donne
le developpemert pour Gf, via (219).

A partir du comportement asymptotique pour GB;q, on deduit facile-
ment par recurrenceles formules pour GB;q quelquonques. En e et, on
a

212 ~h h h h h h _ p q.
1°h*Gpq+ Gpg 1+ Gpgs1 ¥ Gp 1% Gpuryg 4Gpg = 0 o (238)

En particulier par symetrie,
122G, + 26N+ Gy 1+ Ghgra  4Ghg = & (239)

On peut ainsi deduire le comportement asymptotique de GE;q a partir de
celui des Gfj,, Le terme en ! 2h?Gj, etant negligeable,on tombe sur le
developpemert annonce.

Le deweloppemert relatif a (p;q); q 2 sededuit de la m&memaniere
a partir de celui des G} ;, et G} ,,. Enn, le casq < O s'obtient
immediatemert par symetrie.

6 Exp eriences num eriques

Nous presertons et analysonsdans cette sectiondesresultats d'experiences
numeriques 2-D et 3-D. Pour ces experiences,on a utilise un code 2-D
d'equation desondesdiscretiseepar le schemaclassiquea 5 points que I'on
a complete par desconditions absorbartes d'ordre eleve sur lesbords ainsi
gu'aveclesmodi cations apporteespar lesdi ererts schemaspourle |. Le
code 3-D estun schemade Yeeclassique,aveccoudesde Berengeren guise
de conditions absorbartes, et augmerte desquelquesetapesnecessairea
la prise en compte du |.

La section est organisee se la maniere suivante. On commencepar
analyser les valeurs de l'inductance arti cielle pour di ererts choix de
fonctions , ou telle que cellesdonneespar Holland, en les comparart
systematiquemen a la valeur optimale obtenue theoriquemen (section
6.1). Puis, apresavoir decrit lesconditions experimentales dessimulations
du casbidimensionnel, (section 6.2), on regarde successiemert les points
suivants :

In uence de la grosseurdu | (section 6.3)

Inuence del' inductance arti cielle (section 6.4)

In uence de la position du | par rapport au maillage (section 6.5)
In uence de l'etalemert de la fonction  (section 6.6)
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Les conclusionsque nous degagerongcf, section 6.7) sort les suivantes

1. Le schemade Holland sou re de problemesde stabilit e qui le rend
inoperant dansle casde Is trop epais,ce qui n' est pasle caspour
le nouveau schema.

2. Le choix de la valeur theorique (131) pour I' inductance arti cielle
est crucial pour obtenir une precisioncorrecte.

3. Sicechoix estretenu, |' erreur relative sur le courant estde |' ordre
de 1 a quelquespour cert dansles casles plus di ciles.

Faute de temps, le castridimensionnel n‘a pas donne lieu a une etude
aussi pousee. Neanmoins, les deux experiencesnumerigues presenees
(section 6.8) montrent desresultatstout afait comparablesa ceuxobtenus
par desmethodesde reference(equationsintegralessurfaciquesou laires).

6.1 Questions relativ es a l'inductance

6.1.1 Comparaison du L avec linductance optimale

Il a ete demortre dans les sections precedertes que si l'inductance L
etait di ererte d'une valeur, notee par la suite Loy, alors une erreur
systematiqueexistait entre modelenumerique et modelecontinu. La valeur
de Loyt estdonneepar

) h h
=0 —+ K 4
L opt > log a K (240)

ou K M estde ni par I'equation (125).

Nous allons dans un premier temps regarder s'il existe un type de
fonctions  permettant de realiserla condition L = L. La fonction
doit en particulier veri er lesrelations suivantes

8 Z,
3 2 (Hrdr=1 (1)
° z (241)

3 r
L = 2—0 . (Nlog( - ds=Lox (2)

Nous allons par la suite considerer deux typesde fonctions qui sort notees

1(r) de nie unecouronneertre [a; R], positive et lin eairepar morceaux.
Son graphe est donne par la gure 1. On remarque qu'une fois R
x e, la pente de 4(r) estdonneepar I'equation (241-1). Il va donc
s'avererdicile de realiserl' equation (241-2).

>(r) de nie sur la couronneertre [a;R] et lineaire par morceaux.
Son graphe est donne par la gure 2. Les deux parametresr; et r»
vont donc etre ajustespour realiserles deux equations (241).

Placonsnousdansle casou le | estpositionne sur un noeud du maillage.
Seulun coe cien t de B " est non nul et l'inductance Lopt Vaut
0 h 3
Lopt = =— log — = log2 242
ot = 5 log — > log (242)

avec la constarte d'Euler.
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Figure 3: Inductance en fonction du rapport n lorsquele | est positionne sur
un noeud du maillage( -:L , .... avee 1(r), - . :avec ,(r))

La gure 3 donne les valeurs de l'inductance Lop en trait-plein. Les
courbes en pointill e sort realiseespour des fonctions 1(r) pour deux
valeurs de R (cf tableau (243)). d

courbe fonction | R=h | ri=h | ro=h

trait fonce en pointill e 1 1.5 (243)
trait fonce en discortinu 2 15 | 098 | 1

trait clair en pointill e 1 3=

trait clair en discortinu P 3= | 0:3 0:36

On remarque que l'inductance n'est jamais egalea Loy . Les courbes
entrait discortinu donnert l'inductance L dansle casdesfonctions ,(r)
pour deux valeurs de R. On remarque qu'il est possiblede realiserL =
Lopt pour un rapport a=h = 0:1. Mais apparemmert des que le rapport
a=h change, il est necessairede changer de fonction , pour continuer a
assurerL = Lop.

Placons dans le casou le | est positionne au milieu d'une maille.

A ce momert la, seulsquatre coe cien ts sort non nuls et valent 0:25.
0:7178 h

L'expression de Lot vaut Loy = 2—0 log————. Les resultats sort
donnespar la gure 4 et par le tableau 244
courbe fonction | R=h | ry=h | ro=h
trait fonce en pointill e 1 1.5 (244)
trait fonce en discortinu 2 1.5 | 0:73 | 1.05
trait clair en pointill e 1 34
trait clair en discortinu 2 3=4 | 0.2 0:71

Remarquons d'abord que la courbe decrivant Loy di ere sur les deux
gures 3 et 4. Ainsi pour un rapport h=a= 0:1, on trouve que L o5 vaut
0:1091 ; (resp. 0:3117 () dansle casou le | est positionne sur un noeud
(resp. dansle casou le | estau certre d'une maille). La valeur de L opt
depend de la position du 1.
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Notons qu'il estpossiblederealiserla condition L = Lt Sila fonction

estla forme ,. Cependart, la fonction , estdi ererte danslesdeux
castrait es. Elle depend de la position du | sur le maillage.

Conclusion: on peut donc conclure qu'il existe bien des fonctions
permettant d'approcher la massede Dirac et veriant L = Lop. Mais
cesfonctions dependert de la position du | sur le maillage. On verra
cependart qu'en pratique, une fois I'approximation de la massede Dirac
de nie et la position du | x ee,il sut de prendre commeinductance la
valeur Lope pour obtef_»jr desresultats satisfaisarts. Cette valeur peut etre

di eretedelL =1 o (r)log( L ds.

6.1.2 Comparaison des inductances de Holland et de l'inductance
optimale

Rappelonsquele modelede Holland [8] estlui aussibase sur I'in tro duction
d'une inductance liant le courant et le champ autour du |. Remarquons
que cette inductance ne depend que du rapport h=a. Regardonssi cette
inductance est capable de realiser Lhoi = Lopt. Pour cela, comparons
cette inductance introduite dans le modele de Holland avec la valeur de
l'inductance optimale Loy . Deux expressionsdinductance choisiespour
le modele de Holland ont ete retenues

8
h2 h 1
% Lhon1 = 2—0 mbgg 5 1)
1 h a’
Lhotz = o 2—|09 pz * ez (245)
! !
Lig L2 L 08
2 9 06 " 16

Placons nous dans le cas particulier ou le | est positionne au sommet
(k;1). La gure 5 donnelesvaleurs de l'inductance dans lestrois cas. On
remarque que la valeur de I'inductance obtenue L o estcompriseertre les
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deux valeurs Loy 1 €t Lpgy 2 €t que par consequence Jes deux expressions
de Lhoi nesatisfort jamaisL = Loy . Regardonscommert cesconclusions
varient en fonction de la position du I.

Placonsnous maintenant dansle casou le | est positionne au certre
d'une maille. La gure 6 donnelestrois valeurs de l'inductance. Dans ce
cas, Lopt est toujours inferieure aux deux valeurs donneespar le modele
de Holland. Les m&mesconclusionsque dansle casprecedert peuvert etre

deduites.
Conclusion; danslesdeux castrait es, il estimpossiblede realiserla
condition Lhor = Lopt- Il va donc en resulter une erreur systematique

sur le courant calcule par le modele de Holland. C'est ce que nous allons
demortrer dansle paragraphe suivant.

Nous allons maintenant intro duire quatre modelesnumeriquesqui per-
mettent de modeliser l'interaction entre un champ electromagretique et
un |, de nis de la maniere suivante
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- modele Holl,; est le modele de Holland ou l'inductance L verie
I'equation (1-245)

- modele Holl, est le modele de Holland ou linductance L verie
I'equation (2-245)

- modele Fict; est decrit par les equations ou la massede Dirac est
approcheepar

- modele Fict, estle mémeque ce precedert mais la massede Dirac
estapprocheepar , avecdeplusL = Loy

Precisonsque dans le cas bi-dimensionnel, les modelesH oll; et Holl,
sort decrits par le schema (156) avecB " donne par (87). lls ne di erert
gue par leur inductance arti cielle. LesschemasFict; et Fict, s'appuiert
eux sur le schemade discretisation en temps (157), la matrice de couplage
B " etant calculeevia (83).

Nousallons maintenant comparercesquatre modeleset tenter derepondre
aux questionssuivantes

- quel estle role du rayon et I'in uence du rapport a=h
- quelle estI'in uence de la position du | par rapport au maillage
- quel estle rdle joue par l'inductance L

An de repondre a ces questions, nous allons comparer les valeurs du
courant obtenus a cellesdu cascortinu. Plus preciemert, dans les para-
graphes suivants, les valeurs des transformees de Fourier des courarnts
obtenus par cesquatre modelesvont &tre compareesa la valeur du courart
donne par le modele cortinu soit

einc (! )
ogHE(52)Jo(2

Cette valeur seradite pour simplier \valeur de I'approximation quasi-
statique" et seranoteel gyt -

i Tstar (V) =

(246)

6.2 Conditions experimentales dans le cas bidimen-
sionnel

Nous allons dansun premier temps nous placer dansle casbidimensionnel
et etudier la diraction d'une onde electromagretique par un petit disque
de rayon a. Ce disque est eclaire par une onde plane dont la dependance
en temps g(t) estdonnee par

d
g(t) = G &P Fo(t  1=Fp)? (247)

Dans tous lesresultats numeriqguesmontr es,F,, est prise egalea 37:5M hz.
Cette fonction est represertiee par la gure (7). La longueur d'onde la
plus petite contenue dans le signal g(t) estde l'ordre de min = 4m. Le
pas en espaceh est choisi tel que h = i =10. Nous avons choisi des
conditions absorbartes d'ordre eleve pour borner le domaine de calcul.
Avant de comparerles modelesdecrits precedemmen, nousallons dansle
paragraphe suivant decrire le calcul de la matrice B .
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Figure 7: fonction g(t) et satransformeede Fourier

6.2.1 Calcul de la matrice de couplage champ electrique
couran t

La matrice ligne qui couple le courant electrique et le champ est donnee
par - zz
B "= HOGy) (X xey  yr)dxdy (248)

le support decette integraleestl'in tersection ertre le support dela fonction

(r) et le support desfonctions de base' ,h] (i.e les quatre carresdont un
dessommetsest le point (ih; j h)). Le calcul descoe cien ts (B )i est
realise en deux etapes

calcul du support de lintegrale. On determine l'intersection de
chaquecarre qui composele support de' ' avecle support de  (r).

iij
Notons pour la suite cette intersection !

ijo1=1,2;3;4"
integration numerique par exempleintegralede Riemann

On obtient donc
ij )(:4 inem )
B Y (XbiYp) (Xpivp) S (249)
=1 p=1

ou N riem estle nombre de points de Riemannet ou (x!; yl']) sont lespoints
de Riemann appartenant a |

Remarque La matrice colonnetransposeede cette matrice ligne n'est
autre qu'un champ discret concenre autour du | et qui approche une

massediscrete de 1.

6.3 Inuence de la grosseur du | a inductance et po-
sition du | x es

Dans un premier temps, le disque est positionne sur un point du maillage.
Deux cassort consideresselonla valeur du rayon du |.
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6.3.1 Cas du rayon de | petit devant le pas de grille

Nous allons considerer un disque de rayon note a tel que a = h=10. Le

rayon de la couronneR est pris egala %. Dans le casdesmodelesFict, le

pasentempsest pris egala pg—c de manierea assurerla CFL. En revanche,
0

pour les modelesde Holland, t est choisi egal a Ephi_co = % trict pour
assurer la stabilite. Les valeurs de ry et r, qui de nissent la fonction

o(r) ont ete choisisegauxar; = 0:33h etr, = 0:52h. Lesvaleursdes
inductancessort donneespar la tableau suivant

Modeles
Holl; | Holl, | Fict;y | Fict,

L 0:2906 | 0:1548 | 0:1587 | 0:3452
Lopt | 0:1091 | 0:1091| 0:2646 | 0:3452

(250)

Dansle casdesmodelesFict; et Fict,, seulsneufcoe cien ts de la matrice
B " sort non nuls. Les valeurs de la deriveedu courant en fonction du
temps sort donneespar la gure 8. Les courbesen trait discortinu (i.e:
-.) (resp. entrait pointill e et en trait discortinu (i.e: - -)) represerent
les valeurs du courant obtenuesdans le cadre des modelesFict; et Fict,
(resp. Holl; et Holl,). On remarque que les modeles choisis in uent
sur la valeur des extrema de cescourants. Mais cesquatre courbessort
relativemert prochesles unesdesautres. Les valeurs desenergiesde nies
par
Z
E(t) =

NI =

%j@E j2dx + 7OL 12 F(t) = ?OL 12: (251)
cal

sort donneespar la gure 9 pour l'experienceFict,. On remarque que
I'energie contenue dans le domaine de calcul 5 commencepar cro'tre
au fur et a mesureque I'onde incidente entre dans le domaine de calcul,
puis atteint un palier pour en n decrdtre, |'energieetant dissipeepar les
bords absorbarts.
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La transformeede Fourier de la deriveedu courant est donneepar la
gure 10. Cette fonction est comparee a l'approximation statique | st -
L'erreur relative erntre les transformeesdes courants correspondants aux
di ererts modeleset la valeur statique est donneepar la gure 11.

On remarqued'abord queleserreursrelativescroissen avecla frequence.
C'est I'e et de dispersion.

Si on compareuniquemert lesdeux courbesobtenuespour les modeles
de Holl, on obsene principalement deux resultats

les erreurs relatives pour les deux modelesde Holl varient a peu
presde la mémefacon et approximativemern de manierelineaire en
fonction de la frequence(au moins a bassefrequence).

I'erreur relative obtenue dans le cadre du modele de Holl, est plus
faible.

Les deux modelesH oll ne veri ant pasla condition L = Ly, creert une
erreur systematique sur la transformeede Fourier du courant qui secom-
porte commel'inversede log(f a) (soit a bassefrequencecommef ). C'est
pourquoi on obsene une erreur relative qui croit a peu preslineairemert
en edhelle log. De plus, la condition L = Loy estmoins bien veri eedans
le cadre du modele Holl,, ce qui explique que l'erreur relative soit plus
grande. Les erreursrelativesdans le cadre desmodelesde H oll sort tou-
jours superieuresa celle obtenue pour le modeleFict,. Elles sort au mieux
de l'ordre de 10%. De plus, ellesont necessie d'it erer sur un plus grand
nombre de pas de temps pour un méme temps de simulation (condition
CFL plus faible).

On remarquequele modeleF ict; conduit a deserreursbien superieures
a cellesobtenuesdans le cadre du modele Fict,. Or, sion regarde atten-
tivemernt cesdeux modeles,on s'apercoit qu'une di erenceessetielle entre
les deux est le choix de l'inductance L . La condition L = Loy n'est pas
veri eedansle cadre du modeleFict;.

On note aussi que l'erreur relative pour le modele Fict, change de
comportement a haute frequenceet senble varier de maniere parabolique.
En e et, dansle cadrede cemodele, la condition L = Loy estveri ee, et
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fonction de la frequencepour lesdi ererts modeles(-: valeur statique, -.: Fict

- =Holl,.... Holly)

30

20

15+

Figure 11: Erreur relative en pourcertage sur les transformee de Fourier du

courart en module en fonction de la frequence( -: modele Fict,, -.
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la relation champ incident -courant estidentique dans le cadre du modele
continu et discret a destermes de l'ordre de f ?log(f).
En conclusion,le tableau suivant permet deresumeresresultatsobtenus

Modeles
Holl; | Holl, | Fict, Fict,
R = 6h=10 | R = 6h=10
ri = 0:35h
ro = 0:57h (252)
t N e
2 2 2 2 2 2
L 0:2906 | 0:1548 | 0:1587 0:3452
L opt 0:1091 | 0:1091 | 0:2646 0:3452
erreur relative
moyenne 22% 7% 15% 1%

On note que dansle cadredu modeleFict,, une erreur relative del%a pu
etre obtenue.

Nous allons faire varier la taille du rayon pour etudier sonin uence sur
les resultats precederts

6.3.2 Cas du rayon de | de l'ordre du pas de grille
Nousavonsconsidere un disquederayon a = h=2. Le rayon dela couronne

. 3h . . . :
R est pris egala —. Le choix de pasentemps t estidentique a celui

pris dans le paragraphe precedert.

Les valeursde r; et r, qui de nissent la fonction ,(r) ont ete pris
egauxar; = 0:6 h etr, = 0:65h.

Les valeurs desinductances sort donneespar le tableau suivant

Modeles
HO”]_ HO||2 FiCt]_ FiCtg
L 0:06751| 0:04130| 0:00656 | 0:119
(253)
= I-opt
L opt 0:1091 | 0:1091 0:0844 | 0:119
erreur relative
moyenne 34% - 14% 1%

On remarquequel'inductance obtenue pour le modeleH oll, estnegative et
le schemadeviert instable. Numeriqguemert, on a obsene cette instabilit e.
Aucun resultat n'a donc pu etre obtenu dansle cadre de ce modele.
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Figure 12: Module de la transformee de Fourier de la derivee du courant en
fonction de la frequencepour lesdi ererts modeles(-: valeur statique, -.: Fict
- —:Hollz,...: Holly)

On note que les valeurs de l'inductance sort plus faibles que dans le
caspreadert (cas du rayon plus petit decrits dans 250) et que la valeur
de l'inductance pour le modele Fict, esttoujours la plus importante.

Dans le cas des modelesFict; et Ficty, seulsneuf coe cien ts de la
matrice B " sort non nuls.

Les courbes 12 et 13 donnent les valeurs destransformeesde courant
et deserreurs relatives pour les trois modelesFicty, Fict, et Holl;. Les
conclusionssort les mémesque cellesdu paragrapheprecedert. En partic-
ulier, on remarquequele modeleFict, fournit la plus petite erreur relative
(qui estinferieure a 1%).

En conclusion:

- Leserreursrelativesdansle cadre desmodelesde H oll sort toujours
superieuresa celleobtenue pour le modeleF ict,. Ellessort comprises
entre 30%et 10%. Lesschemasproposesne sort pastoujours stables.
L'obtention desresultatsa necessied'it erer sur destemps plus longs.

- Tous les modelesne veriant pas la condition L = Loy creert une
erreur systematique sur la transformeede Fourier du courant. Cette
erreur est d'autant plus importante que I'ecart entre les valeurs de
L etLop estgrand.

- Sila condition estveri eealorson obseneuneerreur relative moyenne
de 'ordre de 1%.

Rappelons que les modelespresenesdependert du choix d'une induc-
tance L . Les exemplesnumeriquesdecrits precedemmen ont permis de
conclurequela valeur de cette inductance in ue enormemert sur la qualite
desresultats. En e et, silarelation L = Loy estveri ee,une erreur rel-
ative de 1% est obtenue. On a note dansle paragraphe, qu'il etait di cile
de de nirzune approximation de la massede Dirac veriant la condition

r . . .

L = 2—° (Nlog( 3 ds = Lopt. quelquesoit la position du disque et
S

quelgue soit sonrayon. Dans le paragraphe suivant, nous allons obsener
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Figure 13: Erreur relative en pourcertage sur la transformee de Fourier du
courant en module en fonction de la frequencepour les di ererts modeles (-
‘Ficty, ....:Holl1,-.:Ficty)

lesresultats obtenus lorsque, une fois I'approximation de la massede Dirac
de nie et la position du disque x ee,onimposecommeinductancela valeur
Lo .

pt

6.4 Inuence de l'inductance

Dans un premier temps, le disque est positionne sur un point du maillage.

6.4.1 Cas du rayon de | petit devant le pas de grille

Nous avons considere un disque de rayon note a tel que a = h=10. Le

. 6h .
rayon de la couronneR est pris egala —. Le choix du pasde temps t

10°
est identique au cas preceden.
On va considerer les quatre cassuivants

Modeles

H0”2 FlCt]_ Hollcorr Fictl;corr
(254)

Ly | 0:1548 | 0:1587 | 0:1091 0:2646

= Lopt = I-opt

Dans lesdeux derniers cas,on imposea l'inductance de valoir exactemern
la valeur optimale donneepar I'equation (240). La transformeede Fourier
du courant est donneepar la gure 14. L'erreur relative ertre les trans-
formeesde courant pour lesdi ererts modeleset la valeur | it estdonnee
par la gure 15. Les erreurs relatives moyennessort de l'ordre de 7%
(resp. 15%) pour le casH oll, (resp. pour le casFict;). Mais lorsquel'on
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Figure 15: Erreur relative en pourcertage sur la transformee de Fourier du
courant en module en fonction de la frequencepour les di ererts modeles(-:
Fictcorr, H Ollcorr, 'F |Ct1, - - H 0”2)
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Figure 16: Module de la transformee de Fourier de la derivee du courant en
fonction de la frequencepour les modeles (-: valeur statique, - .: Fictcorr -
-:Fictq,....Holl)

imposea l'inductance la valeur L opt (i.e modelesFicteorr €t Holleor ), les
erreurs relativeschutent et sort de l'ordre de 1%.

On peut obsener le méme phenomene lorsque le rayon est de I'ordre
du pasde la maille h.

6.4.2 Cas du rayon de | de l'ordre du pas de grille
Nous avons considere un disque de rayon note a tel quea = h=2. Le rayon

. 3
de la couronneR est pris egala T
On va considerer les quatre cassuivants

Modeles

HO”]_ Flctl Hollcorr Fictl;corr

Ln | 0:06751| 0:00656| 0:1470 | 0:0844 (255)

= Lopt = Lopt

Remarquons que Lpoicor r €St negative. De plus, on n'‘observe aucune
convergencedesresultats.

La transformee de Fourier du courant et les erreurs relatives sort
donneespar les gures 16 et 17. On obsene une erreur relative moyenne
de l'ordre de 3:5% pour le casFictco .

Conclusion: on note qu'une fois I'approximation de la massede Dirac
de nie et la position du disque X ee, si on impose comme inductance la
valeur Lo, les erreursrelativessort de l'ordre de quelquespour cert. Ce
resultat est independart de la taille de rayon.

De plus, lesresultats obtenus sgst comparablesa ceux obtenus dansle

casou lavaleurL verie L = 5> o (r)log( & ds= Lop.
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Figure 17: Erreur relative en pourcertage sur la transformee de Fourier du
courant en module en fonction de la frequence(...:H oll,-:Fict ,{: Fict corr)

Dans les paragraphessuivants, une fois la position du | x ee, une
approximation de la massede Dirac serachoisieet la valeur de l'inductance
seraprise egalea L op -

Regardons maintenant commen varient les resultats precedemmert
obtenus lorsque la position du disque est changee.

6.5 Inuence de la position du |

6.5.1 Cas du rayon de | petit devant le pas de grille
Nous avons considere un disque de rayon note a tel que a = h=10. Le

rayon de la couronne R est pris egal a 10 Le choix du pas de temps
t estidentique aux casprecederts. Le disque est maintenant positionne
au milieu d'une maille. Seulsquatre coe cien ts B " |, sort non nuls et
valent 0:25.
Le tableau suivant resumeles valeurs desinductances choisies.

Modeles
L 0:2906 | 0:1548 | 0:132 | 0:3140
(256)
= Lopt
L opt 0:3140 | 0:3140 | 0:314 | 0:3140
erreur relative
moyenne 3% 28% 45% | 1%

Lescourbes18et 19donnert lesvaleursdestransformeesde courant et des
erreurs relativespour les trois modelesFicty, Fict, et Holl;. Les mémes
conclusions que precedemmern restert valables. Regardonscommert
ewoluent cesresultats si on augmerte le rayon du disque.
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Figure 19: Erreur relative en pourcertage sur la transformee de Fourier du
courart en module en fonction de la frequencepour lesdi ererts modeles(...:
HO”]_, - - H 0”2, -. Flctl, '.:Fictl;corr)
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Figure 20: Module de la transformee de Fourier de la derivee du courant en
fonction de la frequencepour les di ererts modeles ( -: statique ,....Hollq,-
.:Fictl;corr, - - Flctl)

6.5.2 Cas du rayon de | de l'ordre du pas de grille
Nous avons considere un disque de rayon note a tel que a = h=2. Le

: 3h .
rayon de la couronne R est pris egala —. Le choix du pas de temps

t estidentique au casprecederts. Le disque est maintenant positionne
a (h=4; h=4) d'un noeud du maillage. Seulsneuf coe cien ts de B " sort
non nuls.

Le tableau suivant resumeles valeurs desinductanceschoisies.

Modeles
L 0:0675 0:04130| 0:00656 | 0:0794
(257)
= Lopt
L opt 0:3140| 0:3140 0:314 0:3140
erreur relative
moyenne 12% - 12% 3%

Les courbes 20 et 21 donnert les valeurs des transformeesde courarnt et
des erreurs relatives pour les trois modelesFicty, Fict, et Holl;. Less
conclusionssort une fois de plus les mémes.

Nous allons regarder dans le paragraphe suivant commen cesconclu-
sionssort modi eessi le support de (r) estmodi e.

6.6 Inuence de I'etalement de la fonction

Nous avons considere de nouveau le casdu disquede rayon faible (cf para-
graphe1.1.1). a estpris egala h=10. On fait varier le rayon dela couronne
R. On va imposerla relation L = Lgp pour tous les cas.
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Figure 21: Erreur relative en pourcertage sur la transformee de Fourier du
courant en module en fonction de la frequencepour lesdi ererts modeles(...:
Holly, -: Ficty; -.:Ficti.corr)

Modeles
R/h 1=10 2=10 1= 1
L opt 0:1680 | 0:1873| 0:2469 | 0:3221 (258)
erreur relative
moyenne 1:4% 1:4% 1:32 1:31

Les erreursrelativessort du mémeordre de grandeur. On note seulemen
qu'elles sort legeremert plus importantes dansle casou la fonction  est
peu etalee.

On obsene les resultats lorsque le rayon du disque est plus important.

6.7 Conclusions pour le cas bi-dimensionnel

En conclusion: Les schemasconstruits a I'aide du modelesde Holland
sesont averesne pasetre toujours stables. Il est de toute facon necessaire
de choisir un pas de temps plus petit que celui determine a partir de la
condition de CFL. Et m&melorsque le pas en temps est tr esfaible, il se
peut qu'il n'y ait pas corvergencedes resultats en particulier lorsque le
rayon du | estimportant. Les erreurs relativesinduites par cesmodeles
sort toujours assezeleveeset sort de l'ordre de 20%. Elles sort toujours
superieuresa cellesobtenuesdans le cadre desmodelesFict.

En revanche, les modelesFict ont permis de garder le pas en temps
deduit de la condition de CLF usuelle. Des que cette condition est
remplie et que l'inductance est positive, les resultats numeriquesobtenus
pour les modelessort toujours stables quelle que soit la taille du 1. lIs
entra™ment des erreurs relatives de I'ordre de 10% lorsque la valeur de

64



TimeVariation of the source

0.8 q

0.6 b

0.4r —

0.2 q

0 L L L L L T —

L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18

Figure 22: fonction g(t) et satransformee de Fourier

l'inductance estdi ererte de la valeur Lop. Ceserreurs augmertent avec
la frequencede maniere lineaire. Dans le casou la valeur Lo estretenue
pour l'inductance, les erreurs relatives chutent et sort de l'ordre de 1%.
Ces conclusionssort valables quelque soit la taille du | et quelque soit
la position du |. Nous allons voir maintenant commert cesconclusions
varient dansle cadre d'un problemeen dimension trois.

6.8 Deux resultats numeriques dans le cas tridimen-
sionnel

Nous allons maintenant nous placer dansle castridimensionnel et etudier
la diraction d'une onde electromagretique par un I. Le | estsuppose
parallele a un desaxessoit I'axe oy. Salongueur est noteeb et sonrayon
a. Ce | esteclaire par une onde plane dont la dependanceen temps g(t)
est donneepar

glt) = exp  2Fpt  3)? (259)

Dans tous les resultats numeriques montr es, F,, est prise egalea 10Ghz.
Cette fonction est represerieepar la gure (22). La longueur d'onde la
plus petite contenue dans le signal g(t) est de l'ordre de nin = 2cm.
Le pas en espaceh est choisi tel queh = i =12. Le pas de temps est
choisi egala t = C—'é—§ Pour borner le domaine de calcul, des couches
absorbartes de type (iBerengeront ete implemertees.

Une fois I'approximation de la massede Dirac choisie et la position du
| x ee,onimposela condition L = Lgp

Deux casont ete analysessuivant la taille du rayon du |

6.8.1 Cas dun rayon de | de l'ordre du pas de grille

Le rayon du | est xeegala a = 2h=3 = 1Imm. Salongueur est de
5cm. Le | est positionne sur un axe du maillage. La gure 23 donne les
valeurs du courant en fonction du temps pour deux degresde liberte. La
transformeede Fourier de cescourants en module est decrite par la gure
24. Lespicstrouvessur cette gure sort directemernt liesaux frequences
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Figure 25: SER retrodi us ee en fonction de la frequence (-.reference ,{ :
equationsintegarlesavec approximations laires, .... modeleavec | positionne
sur un axe du maillage ,.... modele avec | certre sur une maille)

deresonancedu |. La SurfaceEquivalente Radar retrodi us ee(cf gure
25) est ensuite deduite. Elle est compareea une solution dite de reference.
Cette solution est calculee a l'aide d'un code d'equations integralesen
discretisant toute la surfacedu |, [2]. On note une erreur relative moyenne
del'ordre de 6%. Nosresultats ont aussiete comparesa ceux obtenus avec
un code d'equations integrales mais utilisant une approximation laire
baseesur I'equation de Pocklington, [1]. On note une erreur relative dans
ce cas-ciavec la referencede l'ordre de 6%. En conclusion, la precision
des calculs avec le modele que nous venons de construire est du méme
ordre de grandeur que si I'on utilise un code d'equations integralesavec
approximation laire.

Nousavonsfait varier la position du |. On obsenelesmémesresultats
(cf gure 25. Nous allons faire varier le rayon du | dans le paragraphe
suivant.

6.8.2 Cas dun rayon de | petit devant le pas de grille

Lerayondu | est x eegala a = 2h=30= 0:1mm. Salongueur est de
5cm. Les gures (26 et 27) donne les valeurs du courant en fonction du
temps pour deux degresde liberte ainsi que la transformeede Fourier de
cescourants. La SER retrodius ee(cf gure 28) a ete aussiobtenue et
est simplemert comparee a la solution obtenue par un code d'equations
integralesutilisant I'approximation laire. Comme dans le casprecedert,
on trouv e une erreur relative de lI'ordre de 8% quelque soit la position du
l
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Figure 26: Courant en fonction du temps pour deux degresde liberte
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Figure 27: Transformeede Fourier du courant en fonction de la frequence
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7 App endice

7.1 Expression des coe cien ts

SoitGB;q la fonction de Green\sortante" del'quation d'Helmholtz discrtise
sur une grille rgulire avecun laplacien discret sur cing points

1
12Ghe+ ( 0Gpa = 15 5 a (260)

avec

1
( hGh)p;q = GE 19 + Gg;q 1t Gh + Gh

h2 p+l g pig+l 4Gg:q (261)

alorson a

4Hél)( oq! h) + O(! 2hZlog(! h)); (262)

(GMpiq =
o le grand O est uniforme sur tout ensenble de couples(p;q) borns avec
pg = €579 (263)

L'ob jet de cet appendiceestde donner lesvaleursde C,.q telles que dcrites
dansla section5.2. On rappelle quel'on a Cpq = C 4 .
Le programme MAPLE

m:= 12 ;

p = 0;

for n from O by 1 to mdo

g = simplify(  expand( (cos(n*u)-1) )/(cos(u)-1) ):

f := subs( cos(u)= x, g ):

si=int( fisgrt( (3-X)*(1+x)  ),x=-1..1)

h[n,0] = s - gamma 3*log(2)/2

h[O,n] := h[n,0]

lprintt  "Green’, p,” ,n , " is : hn,p]); evalf(  exp(h[n,p]),20)
od:

p:=1 ;

for n from 1 by 1 to m-1 do

h[n,1] := 2*h[n,0]-1/2*h[n -1, 0] -1/2*h[n+1,0]

lprint(  "Green’, p, ,n , " is : hn,p]; evalf(exp(h[n,p]) ,20)
od:

for p from 2 by 1 to mdo

for n from 1 by 1 to m-p do

hin,p] := 4*h[n,p-1]-h[n-1  ,p- 1] -h[n+1,p-1] - h[n,p-2]
lprintt  "Green’, p, ,n , " is : hn,p]; evalf(exp(h[n,p]) ,20)
od: od:

permet d'obtenir lesvaleurs

3
Co;o = i IogZ
Cl;O = Co;o + 1=2 (264)
Cz;o = Co;o 4+ 2
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Cso
Caso
Cs;o
Ce:0
Cz.0
Cs;0
Co0
Cio0
Ci10

Ci20

Cu1

C2n
Csa
Ca1
Cs1
Ce:1
C71
Cs:1
Co1
Cio1

Ci11

Co;o 24+ 17=2

368
Coo —§—+ 40

c 1880 401
00 T3 2

49052, 1042

Coo

260848+ 11073
15 2
9848128
105
3578384+ 325441
7 2
884704652
Co:0 ——7§E§——4-894002
4891331192_+ 9885457
315 2
298985342672

0 =" "%
Co:0 3465 27466088

Coo
(265)

Co:0 + 29856

Coo

Co0

Co;o + 2
Co;o +4 1=2

46
Co;o + ? 4

49
Co;o + 80 7

6646
Coo+ —— 140
0;0 15

1569
Co;o + 2468 ——
2 (266)
1443874
Coo+ ~—for— 4376

+ 383552 48833

5 2
135069958
o+ Y
Co:o 315 136488
+ 84085548 1529441
35 2
. 6678465814

495

Co:o

Co:o

Co.o 4294588
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C1:2
Cop

Cs;2
Cap2
Cs;2
Ce;2
Cr;2
Cs;2
Co;2

Cio;2

C1:3

Ca;s
Css
Ca;3
Cs;3
Ce;3
C7s
Cs;3

Co:3

Co;o +4 1=2
Co;o + 8=3

Coo+ 43+ 1=2

236
. —+
Coo g +6
2236 97
)
36824
. 4
Coo g+ 336
c 142460 4321
0;0 21 2
13202092
Coo 2224 13342
0:0 315
c 11375228 160929
0:0 45 2
5205402056
Coo —S222Y90 478192
0:0 3465
46
Copo + 3 4

Co;o + 4=3+ 1=2

46
15
24
5
998
35
26924 161
105 2
654286

315
4791352 9681

315 2
361285306

o+ ————"
Co:0 aaes 33188

Copo +
Coo + 1=2
Coo + 8
Copo +

Copo + 660

Copo +
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Cia
Coa
Csi4
Caa
Cs;4
Ce;4
Cza

C8;4

Ci;s
Cas
Cs;s
Cus;s
Cs;s
Ce;s

Cis

Cie
Caz6
Cs;e
Case
Csie

Cs:6

Coot+ 80 —
Co:o 21—356+ 6
Coo + 2€4 1=
Co0 *+ %
Coo+ oo+ 122 209
Coo %:% 10
Co:o 171;5136+ 1144
Co.0 + %;16 140
Co0 + % 8
Copo + g—g+ 1=2 (270)
Co:0 + %5
oos 25 1
Coo + %7338 12
Coo + 2468 1209
Co:o %8524# 336
1252 271)
Coo 25 T 10
Coo + 24%6 1=2
1301
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1443874

Cuz = Coot —gz— 4376

Cz7 = Copo 1422f60+ %21

Cs7 = Coot %6 660

Ca7 = Coo @H %L

Cig = Copot 3835552 %833
Czs = Coo %ﬁ 13342
Css = Coo %‘1 1144
Cio = Coo* %8 136488
Cz9 = Coo 113155228+ 16(;929
Ca9 = Coot %6 33188
Ci1o = Coo+ 84085548 1529441
' ‘ 35 5
Cz0 = Copo %Q 478192
Cin = Coo* %f:m‘l 4294588
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