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Introduction

Ce stage d’initiation a la recherche a été effectué au sein de I’équipe Emc (Electro-
magnetism and Control) du CERFACS (Centre Européen de Recherche et de Formation
Avancée en Calcul Scientifique) sous la direction de Abderrahmane BENDALI.

Ce stage se place dans le cadre de I’étude des problemes de diffraction d’ondes élec-
tromagnétiques avec condition d’impédance en régime harmonique. L’intérét de cette
étude se trouve dans des applications telles que la furtivité radar, ou le rayonnement
d’antennes.

Plusieurs méthodes de calculs existent pour résoudre de maniére numérique appro-
chée ces problemes.Par rapport a des méthodes types éléments-finis de volume, les mé-
thodes intégrales par éléments-finis de frontiere semblent plus appropriées pour le calcul
du champ diffracté. Elles permettent d’abord de ramener un probléme volumique a un
probleme surfacique, ce qui est particulierement intéressant dans le cas d’obstacles de
géométrie complexe (avions pour la furtivité radar). Elles ont aussi I’avantage décisif sur
les schémas éléments-finis de ne pas introduire de dispersion.

Plusieurs formulations ont déja été proposées et implémentées. L’objectif de ce stage
est de réaliser une syntheése des différents travaux réalisés a ce jour. Dans un premier cha-
pitre, nous donnerons le modéle mathématique du probléme physique étudié en mettant en
relief les hypothéses utilisées. Puis, dans le chapitre 2, nous présenterons le point clé des
méthodes intégrales, a savoir le théoreme de représentation intégrale qui permet de ra-
mener le probléme volumique a un probleme surfacique qui est ensuite discrétise par une
méthode d’éléments-finis de frontiere. Nous aborderons ensuite, une a une, les différentes
formulations, en mettant en évidence les points forts et les points faibles de chacune aussi
bien du point de vue théorique que du point de vue de la résolution numérique.



Chapitre 1

Position du probleme

1.1 Description physique

Considérons un obstacle placé dans le vide. Il occupe le volume Qjn;. On note Qeyt
le domaine extérieur separé de Qj,; par la frontieére I de I’obstacle. Plusieurs situations
physiques pourront étre traitées par le cadre mathématique donné dans la suite : obstacle
métallique recouvert d’une fine couche de diélectrique, obstacle métallique imparfaite-
ment conducteur, obstacle métallique rugueux (Cf. section 1.4).

On considére par exemple un rayonnement créé par une distribution de sources (Ja, Ma)
que I’on suppose non perturbées par la présence de I’obstacle. L’onde électromagnétique
créée par (Ja, M) est alors décrite par les champs (E', HI"¢),

On se propose ici de déterminer quel est le champ (EYf HUIfT) diffracté par I’obstacle
dans le domaine Qgyt.

\x\\\(Einc, HinC) Qo

(Ediff, Hdiff)

FiGg. 1.1 — Probléme initial : Notations
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1.2 Equations de Maxwell

Les champs incidents Vérifient les équations de Maxwell dans Qext U Qjnt

inc inc  _ _
{ rotE ikZoH Ma, (L.1)

rotH" 4 ikZ tEM  =J,,

en régime harmonique avec une dépendance temporelle en e—'“*, Dans ces équations,
Zy = +/Ho/€o est I'impédance du vide et k le nombre d’onde relié & la pulsation par

k = wy/Ho€o
kZo=oio et kZy;' = weo.

Les sources (Ja,Ma) intervenant également dans les équations de Maxwell pour les
champs totaux (Et, H®) il est intéressant de travailler sur les champs diffractés (E%ff, HAifT)
Ceux-ci vérifient en effet les équations de Maxwell homogenes sur Qext

{rotEdiff —  ikZoHUIfT =,

rotHI™ 4 ikz, tEGT = 0. (1.2)

Pour le probléeme en champ diffracté, il nous reste a définir :
— une condition de radiation a I’infini, qui doit traduire la propagation de I’énergie
portée par I’onde diffractée de I’obstacle vers I’infini ;
— une condition aux limites sur la frontiere I" de I’obstacle.

1.3 Condition de radiation

Le champ diffracté solution de notre probleme doit vérifier les conditions suivantes :

— son énergie doit étre finie,

— son flux d’énergie a travers toute surface fermée englobant I’obstacle doit étre sor-

tant.
On peut modéliser ces contraintes de diverses maniéres. Celle que nous adoptons est la
condition de radiation de Silver-Miiller, qui s’écrit dans le cas tridimensionnel
lim r(ZOHd“‘f A ; _ Ed‘ﬁ) 0, (13)

ol r et r sont respectivement le rayon scalaire et le vecteur d’un point quelconque de R?3
par rapport a I’origine.
Remarque. La condition de radiation justifie le fait que I’on préfere travailler avec le
champ diffracté plutdt qu’avec le champ total. En effet, si le champ incident est créé par
des sources placées a I’infini, alors le champ total peut ne pas vérifier cette condition de
radiation de Silver-Muller.

1.4 Condition d’impédance

Le probléme de la diffraction d’ondes électromagnétiques par des obstacles parfaite-
ment conducteurs est un probleme qui a déja été résolu. Citons en particulier les travaux
de J.C. Nédélec [9] et de A. Bendali [6].
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On s’intéresse désormais au cas d’une condition d’impédance de la forme
NA(EFAN) —=ZoZ(nAHP) =0 surT, (1.4)

ou Z est I’opérateur impédance.

Historiquement, la condition d’impédance a été formulée pour la premiére fois par
Leontovich [4] sous la forme Z = ikn. Elle a été présentée initialement comme la condi-
tion aux limites modélisant la pénétration d’une onde dans un obstacle métallique impar-
faitement conducteur. Cependant, on s’est apercu par la suite qu’elle pouvait modéliser
aussi d’autres situations, telles que celle d’un obstacle conducteur parfait recouvert d’une
fine couche de diélectrique ou celle d’un obstacle conducteur parfait mais dont la surface
est «rugueuse». Elle est depuis largement utilisée comme condition aux limites effective
pour la résolution de multiples problémes de diffraction d’ondes électromagnétiques.

1.4.1 Métal recouvert d’une fine couche de diélectrique

On considére un demi-espace métallique conducteur parfait (y < —9) recouvert d’une
couche de diélectrique d’épaisseur & (—& < y < 0). On éclaire le tout par une onde élec-
tromagnétique incidente. On fait I’hypothése d’une onde incidente plane de pulsation w
en incidence normale.

Y
i d
Vide
0 Qo r X }
5 Q0 s }Diélectrique
Qint }Métal

On se place en mode TE ce qui nous permet de nous ramener a un probléme bidi-
mensionnel. On doit alors résoudre le probléme suivant. On cherche u = u™ + u™f tel
que :

Au+ku=0 sur Qo,
Au+Kk2n2u=0 surQq,
Onuz =0 Condition de Dirichlet,

ou n est I’indice optique du milieu diélectrique n = /€1y (4 = 1 pour un milieu non
magnétique). On cherche une solution de la forme

u(y) = e ' 4 Roe' y >0,
u(y) =To(e Y +Re™Y) —8<y<0,

avec
Ro : coefficient de réflexion en amplitude sur I,
To : coefficient de transmission en amplitude sur I,
R; : coefficient de réflexion en amplitude sur .
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Les conditions aux limites sur X et sur I donnent alors

iknTo(—e”‘”5+ Rle—ikné) =0 Ry = e2ikn6’
1+Ro=To(1+Ry) — ¢ 1+Ro=To(1+Ry),
X (—14Ro) = K1Tp(1—Ry) 1-Ro= 0To(1—Ry).

L’ impédance vue par I’onde incidente est donc :

1-Ro . N
2o Z=12 = —iZg—tan (knd).
0 T+ Ro O, (knd)
, . A
Dans le cas d’une couche mince d << ——, ona:
21
202 ~ —ikZpd

1.4.2 Meétal imparfaitement conducteur

On considere ici une autre situation qui peut étre modélisée par la condition d’impé-
dance de Leontovich ZgZ = ikZgn.

Soit un métal de conductivite finie o occupant le demi-espace y < 0, le domaine com-
plémentaire étant occupé par le vide.

On se place en régime ohmique j = oE. Les équations de Maxwell en régime harmo-
nique (pour une dépendance temporelle en e ') sont donc :

Dans le vide \ Dans le métal

roteE —icpoH =0 | rotE —iwygH =0
rotH +iweE =0 | rotH = (0 —iwe)E

AE +k%E =0 AE +K2E =0

On a posé K2 = +iwlg (0 — iweg). On décompose K en partie réelle et partie imaginaire :
K =K' +ik” avec :

K/2 i K//2 _ K2
)
2iK'k” = iwpo.

On considére alors des solutions de la forme :
Dans levide  Ex(y) =e W4+ Rge'™,
Dans le métal  Ey(y) = Toe kY = ToeK Ve iKY,

L’onde se propage dans le métal avec une atténuation en 1/k” : c’est I’effet de peau.
Les conditions de transmission sur I’interface I' (y = 0) donnent

~1+Ro0 = To,
E(-1+Ro) = gom

g+Hio/w’
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L’ impédance vue par I’onde incidente est donc

1-Rp K 1
=Zo— —5-
1+Ro kl+'Eo

K o \1/2
Oronak?=k%+i 0:>—=<1 i—) . Alors
+ 1o K +oo€o
1
(1+i 22

0

202 =2y

1
ki

On retrouve bien le cas du conducteur parfait lorsque 0 — o : n — 0.

1.4.3 Surface métallique rugueuse

On peut également considérer le cas de la diffraction par une surface métallique ru-
gueuse. Pour plus de détails, on pourra se référer aux travaux de G. Soriano et M. Saillard
de I’Institut Fresnel de Marseille [12].

Il existe d’autres exemples de condition d’impédance. On note en particulier la condi-
tion d’impédance d’Engquist-Nédélec qui permet de prendre en compte des incidentes
non normales, en utilisant notamment des opérateurs intégro-différentiels. Néanmoins les
simulations numériques montrent, qu’en dépit des hypothéses contraignantes de la condi-
tion d’impédance de Leontovich (incidence normale essentiellement...), son utilisation
donne de bons résultats.

1.5 Condition d’absorption

Nous allons ici regarder ce que devient I’énergie fournie par les sources (Ja, Ma).
Considérons un domaine borné Q de R, de frontiére > . La puissance fournie par les

sources a Q est 7
P; = —?O EPt. 3, + HO. MLdQ.
Q

Le champ (E™t, H') vérifie les équations de Maxwell (1.1). On a donc
Zo [ — — ik
Pr = —0/ H©t. rot E™ — E'. rotH®!dQ + —/ [E"2 — Z&||H"™"||2dQ
2 Jo 2 Ja
Zo ; tot » 1gtot
— 7/ div (E© A HO)dQ + P, (15)
Q

Z R
_ 7"/(5‘% HO) - nsd 3 + P,
2z
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ou ns est la normale sortante du domaine borné Q. La puissance fournie par les sources
s’écrit comme la somme de la puissance réactive (non dissipative)

ik
P = — EtOt 2_22 HtOt ZdQ
=5 [ IEX2=Z3H|

et du flux du vecteur de Poynting a travers Z.
Appliquons maintenant ce résultat avec comme domaine Q = BrU Qe (Cf. figure
1.2) ou I’on fait ensuite croitre le rayon R.

2=Rulr
nr

Q = BrN Qext

F1G. 1.2 — Domaine considéré pour le calcul de la puissance dissipée

Calculons la puissance dissipée dans ce domaine :

P:% / (E AH®Y) . nds.
NURY
Sur I, la normale sortante a Q est I’opposée de la normale sortante nr- a I’obstacle Qjp,
d’ou
P %/(Emt/\m)-;dSR—/(EtOt/\W)-nrdr.
K r
D’apres la condition de radiation, le premier terme tend vers %/ |E™Y|2dSk quand R

SN
croit. C’est I’énergie dissipée par rayonnement.

On utilise la condition d’impédance afin de mettre le second terme sous la forme
ikz3 — : v :
TO n(n AH®Y .- (n AH©YdT. 1l ne peut y avoir de création d’énergie. Ce terme doit

r
donc avoir une partie réelle positive (énergie dissipée), ce qui implique que

Jm/ n(n AH®Y . (n AH©YHdI < 0.
r

Cette condition est assurée si

V& champ tangenta I, vx € I',jm<r]E (X) -E(x)) <0 (1.6)

Remarque. Physiquement, cette relation traduit la propriété d’absorption du matériau
constituant I’obstacle.



Chapitre 2

Méthodes intégrales

Pour cette étude de la diffraction par un obstacle, on souhaite utiliser des méthodes
intégrales. On veut ramener le probleme de la détermination sur Qe des champs diffractés
(E9ff Hdif) vérifiant la condition de radiation & Iinfini et les équations de Maxwell, &
celui de la détermination des courants équivalents (J,M) sur la surface I" de I’obstacle.
On passe ainsi d’un probléeme volumique a un probléme surfacique a I’aide du théoréme
de représentation intégrale.

C’est une démarche assez intuitive du point de vue des interactions champ-matiére :
les sources (Ja,Mg) créent le champ incident, qui & son tour induit les courants sur la
surface de I’obstacle. Ces champs induits créent ensuite le champ dit diffracté :

Courant Champ Courants Champ
Source — ir_\cident = induits =— diffracté
(JaMa)  (EMHIM) (3,M) (ECT, i)

2.1 Courants équivalents

On va donc remplacer la recherche des champs (E®!, H®) par celle des courants
équivalents. Pour cela, on définit le courant électrique J et magnétique M sur la surface I
par :

M = —n/\E“-

Remarque. Physiquement, le courant magnétique M n’existe pas. Cependant sa considé-
ration permet de symétriser les équations, ce qui simplifie certains problémes de modéli-
sation.

Par contre, il faut s’assurer, lors de la discrétisation du probleme, de la conservation
des flux de chacun des courants. Ceci est fondamental pour la conformité et la stabilité
des schémas numériques utilisés dans la résolution par méthodes intégrales.

Comment se traduit la condition d’impédance de Leontovich sur les courants J et M ?
Puisqu’elle fait intervenir les composantes tangentielles des champs (E, H) sur I', on peut
I’exprimer avec (J,M) :

NnAM =ikZonJd (2.2)

12



2.2. THEOREME DE REPRESENTATION INTEGRALE 13

2.2 Théoreme de représentation intégrale :
formule de STRATTON-CHU

On cherche ici une représentation des champs (E9 HYff) & |’extérieur de I’obstacle
en fonction des courants (J, M) sur la surface I".

La démarche proposée est celle suivie par Nédélec [9] (p. 257 a 262). Au sens des
distributions, on a:

diff diff  _
{ rote ikZoH Mor, (a) 2.3)

rotHIf 1 ikz,1EST = g5, (b)

Le théoreme de superposition nous permet de considérer d’abord le cas ou seul le courant
électrique J est présent (M = 0) puis le cas contraire (J = 0).

Dans le cas M = 0, on cherche donc EYf de la forme E%ff = A+ OV avec une condi-
tion de jauge de Lorentz divA = k?V. En prenant la divergence de (2.3a) et en utilisant la
condition de jauge, on vérifie que V vérifie I’équation de Helmhotz scalaire

AV 4+ k2V = ik~ 1zqdiv (38r) = ik~ 1Zo Or - J.

Il s’exprime donc comme le potentiel de simple couche de densité ik—1Zo Or - J

V(x) = ik~1Z /r G(x,y) Or- J(y) dr (y).

Dans cette expression G est le noyau de Green, solution fondamentale sortante de I’équa-
tion de Helmholtz, c’est-a-dire vérifiant les équations de Maxwell et la condition de ra-
diation

G(x,Y) |exp (ik|x —y|). (2.4)

~ iyl
On montre ensuite que A Vérifie I’équation de Helmholtz vectorielle
AA+K2A = ikZpJdr .

A est donc le potentiel de simple couche de densité ikZoJ. On peut donc écrire E%ff —
ikZo T J(X) Ol :

T3= [ Gy + 0G(0y) O I)ar ) @5)

En utilisant (2.3a), on a H = 2~ rot EM = 3~ rotA, soit H' = — % J avec :

%3 = —roty [ Gy)Iy)dr(y) = [ 0yG(xy) AJ(y)dr (y) (2.6)

Le méme raisonnement pour J = 0 donne :

Ediff — KM
{Hdiff = ikZgtTM.
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On obtient finalement la formule de STRATTON-CHU :
Eff(x) = ikZoZTJ + KM,
diff | (2.7)
H'(x) = —-%XJ + ikZ;"TM.

Ces expressions ne sont néanmoins valables que sur le domaine extérieur Qeg. L’incon-
venient est que la condition d’impédance lie les valeurs des champs sur la frontiere I". Il
nous faut donc determiner les valeurs limites extérieures sur I'. Ces formules de saut nous
sont données dans [9] :

ENT = kZoTdk + KMt + inaMm,

t 2
HIf = ikzg'TMy — XX — 3nAd @8)

Formules de saut {

ou I’indice t désigne les composantes tangentielles sur I". On rappelle qu’on obtient la
composante tangentielle d’un vecteur u sur une surface par n A (uAn) ou n est la normale
sortante a la surface considérée.

2.3 Discrétisation

Les formulations que nous allons présenter dans les chapitres suivants sont des for-
mulations intégrales : elles font intervenir des intégrales sur la surface de I’obstacle I'. La
résolution se fait donc de maniére numérique a I’aide de la méthode des éléments finis de
frontiére. La discrétisation se fera en deux temps :

— discrétisation du contour,

— interpolation des inconnues sur des fonctions de base.

2.3.1 Discrétisation de la géométrie

La premiére étape consiste donc a approcher la surface de I’obstacle en un nombre fini
d’éléments bidimensionnels, dans notre cas ce seront des triangles. Ce maillage approche
la surface I par une surface polyédrique.

Remarque. Cette premiére étape est déja source d’erreur : en réalisant cette discrétisation,
on introduit une erreur sur la normale & I". On remplace la normale n(M) en un point M
de I par la normale au triangle auquel M «appartient».

Il est clair que le résultat sera d’autant plus précis que le nombre d’éléments du
maillage sera grand, mais le temps nécessaire au calcul sera alors plus long. Il faudra
donc réaliser un compromis entre précision de la solution et rapidité de la résolution.

Numérotation locale

A un triangle K est associée la numérotation locale suivante : les sommets (aﬁ‘),—:l“g

sont disposés dans le sens direct en accord avec la normale nK sortante. Les arétes sont

ensuite numerotées de sorte que I’aréte Kj soit I’aréte reliant les sommets a*f et a’fH.
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Numérotation globale

On attribue a chaque triangle un numéro K € [1..Nt;]. De méme on donne a chaque
aréte un numéro n € [1..Ng]. On définit ici une table qui indique quelles arétes (repérées
par leur numérotation globale) appartiennent a chacun des triangles. C’est la table de
connectivité :

n° du triangle | 1° aréte 2° aréte 3°aréte
1

Ntr

De plus, on donne a chaque aréte n une orientation vy, : considérons les deux triangles
partageant cette aréte, on notera K le triangle tel que la direction arbitraire de I’aréte n
coincide avec le sens direct (défini localement) de ce triangle. Pour I’autre triangle, que
I’on notera K, la direction de I’aréte coincide avec le sens indirect. On construit donc la

_|_ _ —
ai+1 - aj

_|_
a1

FiG. 2.1~ Aréte n = (Ky)i = (Ky)j : Notations

table donnant les deux triangles partageant une aréte :

n° de I'aréte | K — K
1

Nar

Remarque. On peut regrouper I’information des deux tables en une seule table : il suffit
de signer les numéros des arétes dans la table de connectivité suivant la convention de
signe définie ci-dessus.

2.3.2 Eléments de Raviart-Thomas

Nous cherchons ici a discrétiser les inconnues, dans notre cas les courants J et M. Une
condition qu’il est impératif de vérifier est la conservation du flux de chacun de ces vec-
teurs. Une maniére d’assurer ceci est d’utiliser les fonctions de base de Raviart-Thomas
(Cf. [3]) dont I’intérét pour I’électromagnétisme a été découvert par Rao, Wilton et Glis-
son (Cf. [5]). Chaque fonction de base est associée a une aréte et assure la conservation
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du flux a travers cette aréte. Si on note |K| I’aire d’un triangle K, la n®™ fonction de base

est définie par :

Si nest la i®M aréte locale de K et la j®M de K alors :

(x—a",) sixeKf

2|Ky

dn(x) = | i ‘(a_ —X) sixeKy 29
2|Kn | 1T "
0 six € KJ UKy

La discrétisation des courants s’écrit donc comme la projection sur I’espace des fonc-

FiG. 2.2 — Fonction de base de Raviart-Thomas associé a la n® aréte

tions de Raviart-Thomas, qui sont des fonctions linéaires par morceaux. Les coefficients
de cette décomposition correspondent alors au flux du courant a travers I’aréte correspon-
dante.

Nar
‘J(X) = nzl Jn¢n(x) (210)
avec J,, flux de J a travers I’aréte n

Sur chaque triangle, le courant s’écrit comme une combinaison linéaire des 3 fonctions
de base représentées figure 2.3.
Remarque. On a considéré sur la figure 2.3 que I’orientation des différentes arétes était
comptée positive pour le triangle K.

Il est intéressant de regarder quelle est la densité de charge surfacique associée a
chaque fonction de base. Cette densité est proportionnelle, en régime harmonique, a
DF'¢n-

( l K+
Sur
KA "
Or-¢n()=9 -1 qurk- (2.12)
K |
\0 ailleurs
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K K
a1 a1
af afl
K K
aq g
K
ai+1
afl
K
aq

F1G. 2.3 — Fonctions de base du triangle K

On voit alors que la charge est uniforme sur chaque élément : il n’y a pas d’accumulation
sur une aréte ou sur un sommet. De plus la charge totale introduite est nulle : la charge
positive sur K s’équilibre avec la charge négative de K, .

2.3.3 Principe variationnel et méthode de Galerkin

Les équations que nous obtenons par manipulation des formules de saut et de la condi-
tion d’impédance sont des équations fonctionnelles a veérifier sur toute la surface I' de
I’obstacle. Or la résolution de notre probléme est réalisée numériquement, ce qui n’est
possible qu’avec des équations scalaires. Il est donc nécessaire de mettre le probléme
sous forme matricielle. La méthode ici retenue est d’écrire ces équations sous formulation
faible. Pour cela, on introduit des fonctions test. Si I’équation a résoudre est de la forme :

On cherche J tel que
xeQ, f(J)(x)=u(x),

alors une maniere équivalente d’écrire le probléme est

On cherche J tel que

W, /Qf(J)(x)-v(x)dQ:/Qu(x)-v(x)dQ.
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C’est le principe des formulations variationnelles. 1l reste alors a déterminer sur quel
espace prendre les fonctions test. La méthode que I’on utilise pour notre probleme est la
méthode de Galerkin. Elle consiste a choisir les fonctions test dans le méme espace que
les fonctions inconnues. Pour la discrétisation du probléme, les fonctions inconnues et les
fonctions test sont approchées sur les fonctions de base de Raviart-Thomas décrites dans
la section précédente.



Chapitre 3

Formulations a un courant

Puisque les courants vérifient la condition d’impédance, la premiére idée est de ne
mener le calcul qu’avec un seul des courants, par exemple le courant électrique J.

3.1 Formulation directe

3.1.1 Obtention

Pour cette formulation, on part de la condition d’impédance sur les champs totaux,
dans laguelle on injecte les formules des sauts (2.8) :

Ei =ikZon(nAH),
ENC 4 ikZoT J + KMy + %n/\ M =ikZyn (n/\Hi”C+ikZ()_1n/\TM —NAKI— %nA(nAJ)) .
On note F le terme source
F= —(E{”"—ikzon(nAH‘”c)). (3.1)
On a alors

ikZo(T )t + (KM)¢ + En/\MJrkzr](n/\(‘IM)t) +ikZon(n A (KI)) — }ikzo nJ =F.

2 2
Il nous reste alors a éliminer le courant magnétique avec
NAM =ikZonJ < M =1ikZynJ An.
(T3)+ (% (n3 An))
t
K2 T(nd N =-LF &2
+ n(nA (n An)) +r]<n/\?( ) =z

Dans le cas le plus simple d’opérateur d’impédance n = n| (ou I est la matrice identité
3 x 3), cette formulation donne :

(T +n(K(JAn)) +Kk2N2NAT(IAN) +NnA K = e
t iIkZg

19
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3.1.2 Proprietés

e On remarque tout d’abord que la relation (3.2) peut se mettre sous la forme

[ Ky I drey) = 109

ou K est le noyau, f le terme source et J I’inconnue. C’est donc une équation de Fredholm
de 1° espéce. Elle possede a-priori de bonnes propriétés de stabilité numérique.

e Cependant elle présente un inconvénient de taille. Elle fait intervenir une intégrale qui
ne peut étre interprétée qu’au sens des valeurs principales de Cauchy :

/r 0G(x,y) Or- I(y) dr (y).

Pour x € T, I’intégrale présente une singularité en |x —y|~2 non intégrable. On verra com-
ment éliminer cette singularité avec les autres formulations.

Les autres intégrales ne posent quant a elles aucune difficulté puisqu’elles sont expli-
cites et & singularité intégrable en |x —y| L.

3.1.3 Discrétisation

Méme si cette formulation ne fait apparaitre que le courant électrique J, le courant
magnétique M y est implicitement présent. Il faut donc que les flux a la fois de J et de M
soient conservés a travers chacune des arétes du maillage.

Plagons-nous dans le cas le plus simple, a savoir celui ou I’opérateur n est uniforme
n = nl. Il est alors impératif de conserver les flux de J et de n A J. Or le courant électrique
est décompose sur les éléments triangulaires de Raviart-Thomas : son n®™ coefficient cor-
respond donc a son flux a travers la n®™ aréte du maillage. En revanche, lorsque I’on écrit
la conservation du flux de n A J, on obtient une relation entre les 5 coefficients de J asso-
ciés aux arétes des deux triangles ayant la n“™ aréte en commun. La conservation du flux
de n A J est équivalente a la conservation de la circulation de J : elle nécessiterait donc
que le courant électrique soit décompose sur les éléments de Nédélec. La discrétisation a
I’aide des éléments de Raviart-Thomas est donc inadaptée a la conservation des flux des
courants électriques et magnétiques liés par la condition d’impédance.

Cette formulation a pu étre utilisée sur des obstacles possédant un axe de symétrie a
I’aide d’un maillage composée de méridiens et de paralleles. Cependant, pour un obstacle
de géométrie quelconque, il n’existe a I’heure actuelle aucune méthode d’éléments-finis
basée sur des éléments triangulaires qui soit capable de satisfaire ces exigences.

3.2 Formulation EFIE

Le principe de cette formulation est de travailler avec I’équation donnant le champ
électrique (2.8a) uniquement, c’est-a-dire sans prendre en compte (2.8b) car c’est cette
derniére qui nous impose la conservation du flux de M. La discrétisation de J sur les
éléments de Raviart-Thomas ne pose alors plus de probléme.
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3.2.1 Obtention

Sachant que E; = n AM = ikZgnJ, la premiére formule de saut (2.8) est équivalente

EFIE %ikzo N —ikZo(TJ); — ikZo<?((r]J /\n)> — g, (3.3)

3.2.2 Propriétés

e On adopte une formulation variationnelle : I’égalité suivante doit étre vérifiée pour tout
champ J’ de vecteurs tangents a I".

%ikz()/ nJ.J’dI'—ikZo/‘TJ.J’dF—ikZo/K(nJ An).J’dI':/Ei”t.J’dF
r r r r

avec .

/rch-J’dr / _ Gx V()3 - klzmr 3) Or-3'()) dr (9dr (y),

/r?(I\/I-J’dF _ //reryG(x,y)/\M(y)-J’(x)dr(x)dr(y).
(3.4)

Cette formulation nous permet d’éliminer la singularité dans I’intégrale (7J):. En
effet la formule de Green nous donne :

J5( [ 606y) Br-3(n)dr () ). 3 (9 dr ()
—— [ 60¢y)Br-3(y) Br- Y () dr (odr ().

e Malgré les propriétés de symétrie de I’opérateur Z, le systéme variationnel obtenu n’est
pas symétrique en (J,J') a cause de la derniére intégrale [- X(nJ An)-J'dr. Lors de
I’assemblage de la matrice, il faudra donc calculer tous les coefficients et non plus la
moitié uniqguement comme c’est le cas pour les systemes symétriques. Cette propriéte est
pénalisante du point de vue du colt de la résolution numérique.

3.2.3 Unicité de la solution

Pour que le probleme soit bien posé au sens d’Hadamard [1], il faut que le probléme
admette une unique solution. Dans le cas de I’EFIE, V. LANGE montre dans sa thése [8]
que la formulation variationnelle obtenue n’est pas coercive et qu’elle fait apparaitre des
fréquences irrégulieres.

Pour certaines fréquences (ie. certaines valeurs du nombre d’ondes k), il peut exister
des courants parasites Jpr tels que

. . 1.
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Une méthode pour obtenir I’unicité de la solution

Le lecteur attentif aura constaté que la premiére formulation (3.2) n’aboutit pas a une
résonance. En effet, elle tient compte des deux équations (2.8) a la fois. Au contraire,
on est ici parti de I’équation (2.8a), et les courants parasites qui viennent perturber la
résolution appartiennent au noyau de I’opérateur associé a I’EFIE. On peut donc imaginer
que si I’on partait de I’égquation (2.8b), on obtiendrait un opérateur différent, associé lui
a ce qui est couramment appelé la MFIE. Dans le cas ou ces deux opérateurs ont des
noyaux disjoints, I’équation obtenue par combinaison linéaire de la MFIE et de I’'EFIE
nous assurerait I’unicité de la solution.

CFIE = aEFIE+ (1 —a)MFIE.
Cependant cette technique présente au moins un inconvénient : il faut déterminer le para-

meétre o de la combinaison linéaire qui donne de bons résultats.

Une idée qui est apparue au cours de mon stage est d’imposer que le champ soit nul
en un certain nombre de points intérieurs. Ce qui revient a augmenter le systéme d’un
nombre égal de contraintes.

Soient x1,...,X des points intérieurs. On veut que le champ rayonné par les courants
induits (J, M) soit nul en chacun des x; :

Vi € [1..1], kZoTI(x)) + KM(x;) =0,

ce qui nous donne | contraintes avec lesquelles on pénalise le systeme :
[
EFIE + Z L (ikZoTJ(xi) + KM (xi)> —0.
i=

Les (Li)ic(1,1) sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux | contraintes. Pour mettre
au point cette méthode, il reste encore plusieurs questions en suspens : comment choisir
les points x; ? comment choisir les multiplicateurs de Lagrange ?



Chapitre 4

Formulations a deux courants

Nous allons maintenant passer en revue les diverses formulations a deux courants déja
proposées pour résoudre le probléme de la diffraction d’ondes électromagnétiques dans le
cas de la condition d’impédance.

4.1 Formulation de Bachelot, Gay et Lange

Le principe de cette formulation est le suivant : on suppose des le départ que les deux
courants (J, M) verifient la condition d’impédance, mais on continue de travailler avec les
deux courants.

On peut ainsi considérer la conservation des flux de maniére indépendante puisque
chacun des deux courants est discrétisé sur les éléments de Raviart-Thomas.

4.1.1 Obtention

On part des formules de saut (2.8) :

gin _ %n/\M ~(KMY —  iKZo(TI),
) 1 ;
Hinc = —En/\J + (K — ikZgH(TM)

On utilise ensuite le principe des réactions de Rumsey, qui consiste a former la quantité
JrE-J —H-MdI ou (J',M’) sont les courants de test, tangents a I, de la formulation
variationnelle. Pour les champs incidents, on note

V(J’,M’):—/Ei”C-J’—Hi”C-I\/I’dF.
r
On a alors
/ !/ 1 H !/
V({J,I\/I}):—/{—n/\M—KM—lkZOTJ}-J
rl2
1 I ,
+{=SnA3+ xI-ikzgtTM} - Mdr
:a({J,M},{J’,M})—%/(nAM)-J’+(n/\J)-M’dF,
r

23
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ou a est la forme bilinéaire définie par :
a({3,M},{J,M}) = / ikZo T30 —ikZg ' TM - M+ &J- M+ KM-J'dr (4.1)
r
On fait maintenant intervenir la condition d’impédance :

. 1
NAM=ikZond et nAJ=-=nAn1(nAM)
ikZo

ou %(r]—1 est I’opérateur admittance relative, inverse de I’impédance relative ikn. On
obtient danc la formulation variationnelle, dite formulation BGL :

V({‘]/7 M/}) :a({‘]a M}v {J/7 M})
(4.2)

iy gy Lo . /
. r{ukzonJ I g HAMm) (nAM)}dr

4.1.2 Propriétés

L’existence et I’unicité de la solution de cette formulation a été démontrée par V.
Lange [8] de maniere formelle dans le cas continu, et par O. Cellarier [16] dans le cas
discret : elle repose en particulier sur la condition

Jmn <O0.
Il est a noter que cette formulation impose que la condition d’impédance soit vérifiée

en chaque point de la surface de I’obstacle.

Dans le cas ou I’obstacle n’est pas entierement recouvert par le diélectrique, I’intégrale
ne porte plus sur I en entier mais uniquement sur la partie ou s’applique la condition
d’impédance. Sur la partie parfaitement métallique, la condition a la frontiére est que le
champ électrique soit nul, c’est-a-dire M = 0 et, puisqu’on utilise la méthode de Galerkin,
M’ = 0.

4.1.3 Discrétisation

Afin d’assurer la conservation des flux de J et de M, on décompose ces champs de
vecteurs sur les éléments de Raviart-Thomas

N N
Iy) = |Z Joily) M(y) = |Z Midi(y),
= =

Mz

N
J(x) = |Z Jorx) Mx) =S M (x).
=] 1

ou ¢; est la fonction de base associée a la 1*™¢ aréte.
Remarque. On reprend les notations définies dans la partie 2.3.
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Le systeme matriciel que I’on obtient est donc le suivant. On cherche J = (J))=1. N et
M = (My)|—1.n tels que

SMy1-J' +SMy-M' = ikZpdT-TT. 0/ +MT . KT. 0 +37 . KT .M
+ikZg*MT-TT.M' +J7.C- 0 +MT.DT - M/,

avec les définitions suivantes des matrices

Ty =[] 6ty (81) 6100~ g Or-6i0y) Or-430) T (AT (),

ki =[] 04600 Adiy)- 4300 dr (ar (y),

Ci = 2 [0 0,0 dr ),
Dy = o [7HA80) - (0480 dT ()
SMy = — [[E™00- 00

SMy — /rHi”C(x)-qu(x)dl'.

Le systeme doit étre vérifié pour tout vecteur J’ et M’. Il est donc équivalent au systéme
matriciel & deux inconnues

ikZoT +C K I\ [SM 43)
K ikZy'T+D) \M/) ~ \SM,)’ '

L’opérateur d’impédance n est supposé symeétrique, il est donc autoadjoint, il en va de
méme pour son inverse 1. Il en résulte que les matrices C et D sont symétriques. De
plus, il est évident que les matrices T et K sont symétriques. Le systéme que I’on obtient
est donc symétrique. Il suffira donc de calculer et de stocker la moitié des coefficients
uniguement.

Bien que la formulation BGL fasse intervenir les deux courants, et par conséquent
deux degrés de liberté par aréte du maillage, soit deux fois plus que pour le cas du conduc-
teur parfait, elle aboutit a une matrice symétrique, ce qui est intéressant du point de vue
du temps de calcul et du stockage.

4.2 Formulation de Bendali

La formulation précédente aboutit & un systeme a deux inconnues, ou la condition
d’impédance n’est pas explicite, alors qu’elle est supposée vraie en tout point de la surface
des le départ. L’idée de la formulation qui suit est de rendre cette condition d’impédance
de Leontovich apparente et de s’en servir lors de la discrétisation pour éliminer une incon-
nue. Nous allons voir alors que la formulation forte de la condition d’impédance n’est pas
nécessaire : une formulation faible suffit. Nous verrons également comment il est possible
de se ramener a un probléme a une seule inconnue, tout en conservant les flux des deux
courants, grace a cette formulation faible.
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4.2.1 Obtention

Comme dans la formulation de Bachelot, Gay et Lange, nous allons utiliser le principe
des réactions de Rumsey. Mais nous partons cette fois des formules de saut (2.8), sans faire
I’hypothése de la condition d’impédance sur (J,M).

Considérons le champ diffracté :

/ Eiff. 3 _ 1 v ar :/ ikZoTJ-3' + KM - J' + %(n/\ M).J'dr
r r
+/ KI-M —ikzgtTM™m- |\/|’+%(n AJ)-M'dl
r
1
— a({3,M}{J,M}) + E/(nA M)-J + (nAJ)-Mdr,
r

ou la forme bilinéaire a est celle définie (4.1). Avec les mémes notations que pour la
formulation BLG, on a

/rEi”C I —HMC M dE = -V ({3, M),
D’un autre c6té, on a, pour le champ total, I’expression
/rEeXt-J’— H . M'dl" = /FEEXI-J’— (NAH®Y) - (nAM')dF
:/r(n/\M)-J’—J-(nAM’)dF.
Sachant que E®t = EIN¢  EUIff gt Hext — Hinc 4 Hdiff gn 5
V{J,M}) =a({I,M},{J M'}) - % r(n AM)-J —J-(nAM')dT.

Nous n’avons pour le moment pas utilisé la condition d’impédance. Nous allons la faire
apparaitre sous sa formulation faible. Si I’on suppose que

/(n/\M—ikzonJ)-J’dr 0,
-
alors, en utilisant la symétrie de I’opérateur n
V{I, M) = a({d, M}, {I,M}) - %/J (ikZond' —nAM)dr.
r

Si I’on introduit une nouvelle variable L = 3J (de méme pour les courants de test), on
aboutit finalement a la formulation suivante :

V({I,MY) :a({J,M},{J’,M})—/ L. (ikZond —nAM')dr
] (4.4)

sous la contrainte de/ L"-(NnAM —ikZgnJd)dr =0
r

Les courants L et L’ apparaissent alors comme des multiplicateurs de Lagrange pour les
conditions d’impédance sur les courants (J',M’) et (J,M).
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4.2.2 Propriétes

L’existence et I’unicité de la solution de cette formulation ont été démontrées par
L. Vernhet [10]. La formulation pouvant s’exprimer comme un probléme de point-selle
(I’opérateur n étant symétrique), le théoreme de Brezzi nous assure la caractere bien-pose
de la formulation de Bendali.
En revanche, comme pour la formulation BLG, Iunicité est basée sur le caractere
absorbant de I’obstacle
Jmn <O0.

Cette formulation semble faire intervenir 3 inconnues : J, M et L, ce qui apparait
comme un inconvénient de taille lorsque le nombre d’arétes augmente. L astuce utilisée a
été d’utiliser la contrainte pour exprimer les coefficients de M en fonction de ceux de J,
c’est-a-dire éliminer le courant magnétique.

De méme, supposons que I’on choisisse des courants de test vérifiant la condition
d’impédance, alors I’intégrale [ L - (ikZond’ —nAM’)dr est également nulle. Le multi-
plicateur de Lagrange L disparait alors de la formulation.

Contrairement a la formulation BGL, on ne cherche pas a ce que la condition d’impé-
dance soit vérifiée en chaque point de la surface. Elle est vue ici comme une contrainte
globale, qui doit étre vérifiée pour tout champ L’ de I’espace d’approximation.

4.2.3 Discrétisation

Conformément a ce qui a été écrit précédemment, nous allons décomposer les courants
électriques et magnétiques sur les fonctions de base de Raviart-Thomas :

N

N
J(Y)ZI;J|¢|(V)7 M(y):|;M|¢|(y),

M1 (x).

Mz

N
Y0 =3 Ao, M=

=1 =1

Vient alors la question de savoir comment discrétiser les multiplicateurs L et L. On
a a-priori pas de contrainte de conservation de flux a satisfaire, et par conséquent aucune
raison de privilégier une décomposition sur les mémes éléments que les courants. Nous
allons donc choisir une discrétisation qui simplifie I’élimination des courants M et J.

Approximation des multiplicateurs de Lagrange

On impose [-L"-(nAM —ikZonJd)dlr = 0. Calculons donc f-L'- (nAM)dr.

Pour faire simple, nous allons prendre des fonctions de base de degré 1 pour la décom-
position des multiplicateurs. Ainsi le terme a intégrer est au plus de degreé 2 et I’intégration
sur un triangle peut en conséquence étre réalisée de maniere exacte par une somme sur les
points milieux des arétes.

3
K
/K L (nAM)dK = Zl K] 3‘ L'(af 1) (N“AM(& ),
1=
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ou a|+1/2 désigne le point milieu de la i®™¢ aréte locale du triangle K.

Il est alors intéressant de choisir une décomposition de L’ sur des fonctions de base
s’annulant sur deux de ces trois points et ayant la direction de I’aréte sur le troisieme. C’est
donc naturellement que I’on parvient aux fonctions de base proposées par Bendali, Fares
et Gay [11]. La fonction associée a I’aréte n commune aux triangles K~ et K;; (notations
en accord avec I’orientation de I’aréte) est définie par :

VX €Ki Wn(X) = (1= 27\ 5(X))Vn, (4.5)
VX €Ky Wn(X) = (1—2A7, ,(X))Vn,

ou vy est le vecteur directeur de I’aréte n orientée dans le sens direct selon K, et ou A
désigne les coordonnees barycentriques (Cf. [13]).

+
a',=a;

]

F1G. 4.1 — Notations associées a I’aréte n et fonction de base Yn,

1 N
/. —— /. =+ /‘ —
/rL (NnAM)dr 2n;< U AMdK [ L (n/\M)dKn)

Kn

|K+ 3 -1 3
( 3~ 2 L@k ) (N AMG@E ) n Z (@j1172) (N AM(@ 4 5))
i= =1
13 (Kl S, Kl < )
— L. )
Kn |K Kn) an
2 ( Z . JZ -

ou I’on a adopté provisoirement la numérotation locale : (i,K;") désigne la i®™ aréte du
triangle K.

Elimination des courants magnétiques

Apres cette étape qui nous a permis de choisir la discrétisation de L', nous allons
procéder a I’élimination du courant magnétique.
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Supposons que L’ ait tous ses coefficients nuls sauf celui associé a la n®™ aréte qui
vaut 1. La formulation étant vraie pour tout triplet (3, M’,L’), elle I’est également pour
ce L'. Alors I’intégration sur la surface approchée se résume a I’intégrale sur K, et K,

[Ka' [ +1Kn |,

/L’-(n/\M)dI’: -
r 3

On compare cette quantité a

/L’-(ikZo nJ )dl’:/ L' - (ikZond)dK" UK
r K UKy

N
= k2o [ Wn()n Zalqal(x)dKJUKn—

- lkZoZJl</ )00+ [ ()01 (00K ).

Les fonctions concernées sont alors les 5 fonctions associées aux deux triangles K, et
Ky . On obtient ainsi une expression reliant le n®™ ddl de M aux cing ddl voisins de J. Si
I’on considere maintenant les 3 ddl de M d’un triangle K, on obtient une relation entre ces
3 ddl «magnétiques» et les 9 ddl du courant électrique correspondant aux flux a travers les
arétes de K et de ses 3 voisins immédiats. La matrice locale Dk est donc de taille 3 x 9.

Il résulte de cette élimination des courants magnétiques une méthode d’éléments finis
délocalisés puisque que I’on va réaliser I’assemblage local des matrices (c’est-a-dire cal-
culer la contribution d’un élément), celui-ci va faire appel a des éléments extérieurs, en
I’occurence des trois éléments adjacents. On pourra se reporter a [14] pour plus de détails.

Elimination des multiplicateurs de Lagrange

Imaginons maintenant que la méme matrice D relie les courants test J’ et M’. Alors
I’intégrale f-L-(nAM —ikZgnJ)dl = 0. Les multiplicateurs de Lagrange disparaissent
alors complétement de la formulation. Celle-ci devient alors

a({J,DJ},{J,DJ'}) =V ({JI,DI}). (4.6)

Assemblage des matrices élémentaires

Cette étape ne pose pas de probleme particulier. En effet on sait, grace aux travaux de
J. Gay, traiter les singularités faibles qui apparaissent lors du calcul des matrices élémen-
taires. Pour de plus de précisions sur cette étape, on pourra se reporter a [14].

Quelques remarques sur I’approximation des multiplicateurs

Le choix de I’approximation des multiplicateurs de Lagrange L a été fait de maniere a
ce que I’expression des coefficients de M en fonction de ceux de J soit aisée, c’est-a-dire
que I’on a cherché a rendre I’inversion plus facile.

Cependant les fonctions de base retenues pour la discrétisation de L et L’ ne per-
mettent pas d’approcher une grande quantité de champs : un simple champ uniforme sur
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un triangle ne peut se décomposer de maniere exacte sur ces fonctions de base. On peut
donc imaginer que la précision de I’approximation est faible.

Il est envisageable de choisir les éléments de Raviart-Thomas pour la décomposition
des multiplicateurs de Lagrange. La précision de I’approximation est alors meilleure, mais
I’élimination des courants magnétiques n’est plus aussi simple. 1l serait intéressant de
comparer les résultats des deux méthodes.



Chapitre 5

Formulation de Després

L’idée initiale de cette formulation était de construire un systéme dont la matrice soit
hermitienne. En effet les formulations précédentes aboutissent a des systémes symétriques
mais non hermitiens, alors que les systemes hermitiens disposent de toute une panoplie
de méthodes de résolution, en particulier les méthodes itératives efficaces.

Si I’on observe la matrice obtenue dans la formulation BGL par exemple, on voit que
c’est le noyau de Green qui nous empéche d’obtenir le caractére hermitien. L’idée a donc
été de relacher la condition de radiation, ce qui est fait en considérant les ondes entrantes
en plus des ondes sortantes.

L’objectif est de construire une fonctionnelle définie pour des champs entrants et sor-
tants, mais qui soit minimisée pour le champ solution du probléme, a savoir un champ
sortant.

5.1 L’espace des solutions W

5.1.1 Définition

On définit I’espace W comme I’espace des champs (E*,H™) tels que :

o ET,HT € L2 (Qext)?,

e E*, HT satisfont les équations de Maxwell harmoniques (e %)
rotE™ —ikZoH™ =0 et rotH* +ikZy 'E* = 0 sur Qex,

e Les traces tangentielles sur I existent et sont de carré intégrable,

e leur comportement asymptotique est décrit par

1
lim

= (|E+|2+ZO|H+|2>dx< . (5.1)
R—o R X >R

C’est une condition de «croissance controlée.

La derniére condition implique la propriété suivante :

31
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Si (E*,H*) € W alors il existe deux champs de vecteurs tangents alf(E*, H*) et
at(E*,H™T) de la sphére unité S? tels que

eik\x\ e—ik|x| )
E°(x) = Waoootrt(|5+,|—|+,>2) + X aLZ‘(E+,H+,>?),
eik|x| e—ik\x\ )
ZoH*(X) = w (iAaooo”t(E+,H+,>2)> T ()2/\a'0',?(E+,H+,>2)>,

alorsona:

1 o E® —
Am R / IE(x) —E" ()] )dx =0,
R<\x\<2R

lim + / (|H+(x)—H°°<x)|2)dx 0.

R—»o R
R<|x|<2R

Ce résultat traduit clairement le comportement asymptotique de (E*,H™) € W . Loin de
I’obstacle, le champ se décompose en la somme d’une onde sphérique entrante et d’une
onde sphérique sortante. Nous verrons plus tard comment exprimer les champs de S?,
all(E*,HT) eta(E",HT).

5.1.2 Paramétrisation

Considérons un champ électromagnétique (E™,H™) de I’espace #/. On note (E, I:|)
son prolongement par z&ro sur Qjp.
On reprend la démarche effectuée page 13. Au sens des distributions,

divE = Z2div(3dr), divH = ;L div(Mar),
AE +KE = —ikzo(J6r+k—1zgrad div(Jér))+rot(M6r),
AA+KA = —ikZO‘1<I\/I6r+%grad div(Mér))+rot(J6r).

Les solutions du systéme formé des quatre équations précédentes sont de la forme
E = i Her J = nAHE,
{ E KZoZd  + KM+ EHe, avec{ v

H = —ikZ;'ZM + %I+ HFer M = —nAEf”

(5.2)
somme d’une solution particuliére de I’éguation non homogene et d’une solution entiére
des équations de Maxwell. 7y et % sont definis comme les parties réelles des opérateurs
‘T et K. Leur noyau est w, partie réelle du noyau de Green. Ce dernier correspond
a la représentation intégrale des ondes sortantes Vérifiant la condition de radiation. Ici
I’espace W prend également en compte des ondes entrantes. On peut donc considérer un
noyau tel que celui mentionné ci-dessus.
A toute solution particuliere des équations de Maxwell, on peut ajouter une solution
des équations homogenes. C’est ce qui est fait avec les champs (EM", HHe") qui sont des
solutions des équations de Maxwell homogénes sur R2. D’aprés [7], toute solution entiére
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des equations de Maxwell ayant un comportement asymptotique décrit par (5.1) est une
onde de Herglotz, c’est-a-dire qu’il existe un noyau y, champ de vecteurs tangents de la
sphére unité S, tel que

EHer(X) _ ik\/m /V |kdxd0 )
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(5.3)

ik R o g R

e / i(d A y(d))e*do(d).

0 = gz Joi @A) doid)
On peut interpréter cette représentation comme un paquet d’ondes planes : on considere
I’ensemble des directions de propagation possible et I’on pondere chacune d’entre elles
par un coefficient et une orientation du champ, c’est-a-dire par un noyau y(d), champ de

vecteurs tangents défini sur S2.
On voit par conséquent que tout élément (E™,H™) de 7/ est caractérisé par :

— ses courants équivalents : ils sont définis par J=nA H‘J; etM=—-nA E‘JF Par la suite
on considérera ces courants normalisés

() (5

—le noyau yde son champ de Herglotz.
Avec des notations pseudo-matricielles, on a donc

(- (% %)o ()

On définit alors les opérateurs

gr X — lnA) (cri Qq)
T = 2 R =
(% -3 T X T
qui font appel aux parties réelle et imaginaire du noyau de Green 7°°jﬁqk)‘(x_}‘y|) pour T, et
S'Z%L’fy)ﬂ) pour R. Le second operateur peut se factoriser en R = (A™)" A” ol A” est
défini par :
A <V) eTLYT) — A” <V) e TL%(S?)
w w

avec

<k . )

A (V"V) (d):E[</rd/\(v(x)A ) ek (x) ld/\/d/\ Ad)edxar(x)).

Pour plus de précisions, on pourra se reporter a [15].

Pour obtenir que tout champ défini par (5.2) et (5.3) appartienne a I’espace W/, il faut
s’assurer que le champ s’annule dans le domaine intérieur Qjn. Ceci est assuré par la
condition

Tu+i(A®)"y=0.

On obtient alors la paramétrisation suivante
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Tout champ (E™,H™) de 9 est entiérement caractérisé
par les courants (J, M) et par son noyau y
a travers les relations 5.2 et 5.3, vérifiant de plus :
Tu+i(A*)'y=0

5.2 La fonctionnelle a minimiser

5.2.1 Constructionde I (ET,H™)

On suppose dans un premier temps une condition d’impédance simplifiée de la forme
E/ —Zo(nAH) = —(E{”C — Zo(NAHM)).

Nous allons voir dans la partie 5.3 comment travailler avec une impédance relative quel-
conque.

Nous recherchons le champ diffracté (E*,H™) dans I’espace W/, c’est-a-dire dans
le vaste ensemble des champs qui sont la somme d’une contribution rentrante et d’une
contribution sortante. Pour tout champ (E™,H™) de 7/, on définit les grandeurs :

G™ET,HY) =E +ZH" An

relative a une onde entrante (n est la normale orientée vers le domaine extérieur), et pour
I’onde sortante :
GM(ET,H") = —E{ +ZoH" AN.

Au champ incident est associé de méme la quantité
Gin — <E{nc —l—ZoHinC A n)

qui n’est fonction que du champ incident : ¢’est une donnée du probléeme.

Nous disposons maintenant des outils nécessaires a la construction de la fonctionnelle.
Nous voulons que celle-ci

— contr6le le champ lointain :

la (BT, HF)[I* +[[ad* (7, HY)|1%,
— contrdle le champ sur la surface de I’obstacle
IEF(P+Z§InAHT > O |GMET, HY)|? + |G (ET,H)|7,
— assure la condition d’impédance
(GN(E*, HT)|GM).
On considére ainsi la fonctionnelle suivante a minimiser
(B H7) =4 (IGMET HO)P+ G4 (E"H)P)
+[[ad (B H) P + [l (EF, H)| 2
—20e(G"(E*,HT)|IG™).
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En utilisant le lemme d’isométrie (proposé par B. Després)
1. i 1
Z!IG'”(E+,H+)IIZ+ [ (E¥, HT)|1? = ZHG"“t(E*, HO) 2+ (a2 (E*,HN)|*  (5.4)

qui traduit la conservation de I’énergie pour une onde (E*,H™), la fonctionnelle s’écrit
sous la forme

1 . : : 1 .
I(ET,H) = S[IG"(E", H) = G"* +2]la (B, H) |~ S[IG"*. (55)

On voit immédiatement que cette fonctionnelle a pour minimum —%||Gi”||2, valeur prise
pour le champ solution du probléme :

( rotET —ikZgH™ =0 sur O

rotH* +ikZy 1EY =0 ext;

Ef +ZoH An=G" sur T, (56)
| al(Er,Hh) =0 Condition de radiation.

Ce qui est équivalent a dire que le champ qui minimise la fonctionnelle est un champ vé-
rifiant les equations de Maxwell homogenes sur le domaine exteérieur, la condition d’im-
pédance sur la frontiére de I’obstacle et la condition de radiation a I’infini. Par unicité de
la solution de notre probleme, c’est le champ que I’on recherche.

Remarque. Les coefficients des divers termes de la fonctionnelle ont bien sir été choisis
de maniére a pouvoir appliquer le lemme d’isométrie et donc de sorte que la minimisation
de la fonctionnelle soit équivalente a la résolution du probléme initial.

5.2.2 Reformulation a I’aide des paramétres de W/

La fonctionnelle a été exprimée a I’aide des champs E*,H™. Il est préférable d’utiliser
les courants et le noyau de Herglotz

IGM(ES, H)+ G (EX,HY)2 = 2/|E* An|P+2Z8|H* An|]?
= 2(IM|2+28)3]1%)
= 220 (|IMa]? + | 3:1]%) = 2Zo] ul.

L’étude du comportement asymptotique de (E*,H™) montre (Cf. [15]) que les champs
lointains s’expriment a I’aide de I’opérateur A* sous la forme

all(E*,H*;%) V2O (A (u,R) +Y(R)),
a(ET,H" %) = YI(A" (u,—%) —y(—X)).

Il vient alors

i ZO 00
a3 (E* HO)IP+ a2 (B, H) 2 = 22 (v + 147 ul?).
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—i in
De plus, si on définit g = { IZo | qui caractérise le champ incident, nous avons
0
(GM(E*,HY)|G™) = Zo(ulg).

On obtient donc I’expression suivante de la fonctionnelle
_ 1 2 1 co 12 1 2
|(u,y) = Zo (S IIVI2+ 5147 [+ 5 ull? = De(ulg) ). (5.7)

La solution du probleme doit minimiser la fonctionnelle I (u,y) mais également véri-
fier la contrainte Tu = —i(A™)*y. Ceci nous améne a construire le Lagrangien

L(u,y;V) = Zy M1 (u,y) — Oe(Tu+i(A®)* ylv)

1 5 1. 0 o 1 T
L(u,yv) = SV + 5147l + 5 lul? = Oe ((ulg) + (ulT™V) +i(viA™v) )

ol u et v appartiennent aU = £2(I") x £L2(T) ety € Z = £L2(S?) x L3(S?).

5.2.3 Minimisation de L(u,y;V)

La valeur minimale du Lagrangien est obtenue pour

u+ (A A"u—T*v=g
y+iA®v=0 (5.8)
—Tu—i(A”)y*y=0.

La formulation n’assure pas I’unicité du probléme. En effet il se trouve que les opé-
rateurs A et T* ont le méme noyau. Il en résulte que le multiplicateur de Lagrange v
est déterminé a un élément du noyau de A pres. La solution a ce probléme proposée
par B. Després et F. Collino a été de pénaliser le systeme en tenant compte du fait que le
champ diffracté est une onde sortante. Pour les champs (u,y) solutions du probléme, la
composante entrante al’(E*, H*) doit étre nulle ce qui impose

vRe S A”(u,R) =yR) = Au=y.

Puis en utilisant la seconde équation de (5.8), on voit que I’on peut pénaliser le systéme
par le terme B(u +iv) avec B > 0. La minimisation de L(u,y;Vv) + B|lu +iv||? donne

(L+B)u+ (A)* A°u—T*v+iBv=g ueU = £ x £3(I)
Y+iA®v=0 avecy veV={velU/T'veU}
Tu+ipu—Bv+i(A°)y=0 y € L3(S?) x L3(S?)

(5.9)

qui est un probléme bien posé au sens de Hadamard. L’unicité de la solution est assurée
surU x V.
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5.3 Généralisation a une impédance quelconque

On considére la forme générale de la condition d’impédance avec un opérateur symé-
trique _ _
Ei —ZoZ(NAHT) = —F = —E{" — Zo Z(n AH"®).

Nous allons chercher & nous ramener au cas simple précédent. A I’opérateur d’impedance
Z est associé I’opérateur de réflexion ® = (1 — 2)(1 + 2)~1. Avec les quantités G'" et
GO définies précédemment, on a la relation

(1+R)F = RG™™ +G'".
On peut réecrire G en fonction des inconnues (J1, M) sous la forme
G = nAM+ZgJ,

ce qui nous permet de relier le second membre g du systéme aux inconnues du probleme
(5.8) et a la donnée F :

\/T—é_oGi”_ B «T—%(”R)F [ IR(NAML—Jy)
\/—I_|_Zon/\Gm - \/T—I'Z_on/\(l+K)F NAR(NAM;—J1) )"’

g= f— NKU'
On obtient alors le systéme suivant

(1+B)u+ (A)* A°u—T*v+iBv="Ff—Ngu
y+iA®v=0 (5.10)
Tu+iBu—pBv+ (A”°)"A”v=0.

Le probleme reste bien posé si I’opérateur de réflexion est borné || R || < 1 ce qui est assuré
par la condition d’absorption e Z > 0 <= Jmn < 0.

5.4 Reésolution du systeme

La résolution du systéme précedent peut se ramener a la recherche des champs

() ()

Elle peut étre réalisée par des méthodes itératives. En effet la convergence dans le cas de
la méthode de Jacobi relaxée a été prouvée dans [15]. Cependant elle présente I’inconvé-
nient de travailler avec une matrice de taille 4N x 4N, ce qui est génant lorsque le pas du
maillage diminue. On va donc chercher a réduire la taille des matrices sur lesquelles on
travaille.

Si on considere comme inconnues X;+ = J; &= My, Xo4. = Jo £ M», on obtient un
systéeme dont la matrice est de la forme suivante

—At O X1+ O+
Ar 0 0 |[x.| [0
A0 x| = o |

o o & Xo_ 0
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ce que I’on peut voir comme deux systemes couplés
a, (X1+) _ (g+ +g~+xl—)

X1\ _ (9-+A-X)
= (o) = (™)

La résolution peut étre réalisée de maniere itérative avec par exemple la méthode de Jacobi

relaxée :
Initialisation :
()= () =
X5t X
Boucle sur p :
Inversion
Np -
Ay ),(lip — (9++A+X1p—1)
X2+ 0
Np p—l
a >/(1;p _ (9-HAXL
Xo_ 0
Relaxation
p v P p-1
(X1p+) = (%) v aon (Ko
X0t Xo+ on
XP X" xP-1
) = r| == + (1-r 1-
(Xlzp_) o) - a0 (G

Les matrices a inverser ne sont alors plus que de taille 2N4 x 2Ng-. Mais il est également
possible d’aller plus loin : on peut éliminer une des deux inconnues dans chacun des
systemes par une méthode du type complément de Schur. On travaille alors sur des blocs
de taille Nar x Ngr.



Conclusion

L’objectif premier de ce stage était de réaliser un travail de synthese sur les différentes
formulations variationnelles existantes pour la résolution des problémes de diffraction
d’ondes électromagnétiques avec condition d’impédance. Nous avons mis en évidence les
avantages et les inconvénients de chacune d’entre elles, en les comparant du point de vue
de leur robustesse (unicité de la solution), de leur codt d’implantation, ie. sur des carac-
téristiques telles que le nombre d’inconnues et la possibilité d’utiliser des méthodes de
résolution efficaces (par exemple des méthodes itératives). Les principaux résultats sont
rappelés dans le tableau récapitulatif (Cf. page suivante). Ce travail porte sur I’aspect
théorique de ces formulations. Pour compléter cette étude, il serait intéressant de compa-
rer les résultats numériques obtenus sur certains cas test, comme par exemple une sphere,
un cube ou une amande...

Je tiens a remercier tous les membres de I’équipe EMC pour m’avoir accueilli pendant
ces 2 mois. Grace a eux, j’ai pu me rendre compte du travail effectué dans un centre de
recherche tel que le Cerfacs, en particulier la collaboration entre les différents acteurs,
a savoir permanents, thésards et stagiaires. Ce stage m’a également permis d’accroitre
mes connaissances en ce qui concerne dans le domaine de I’électromagnétisme, et surtout
dans le domaine des méthodes de résolution numérique.
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Formulation

| | Triviale EFIE Bendali BGL Després |
Problémes de

Unicité de la courants parasites
solution pour Oui dus aux fréquences Oui Oui Oui

Jmn<0 propres de la cavité

intérieure
. lle est v mm

Condition Vérifiée en chaque Vérifiée en chaque elie estvue C? € e, gl

v . . une contrainte Vérifiée localement | Vérifiée localement
d’impédance point point

globale

Conservation du
flux et
discrétisation

On doit conserver
les flux de J et de
nAJ = formulation
inutilisable pour une
géométrie
quelconque

Conservation du
flux de J
uniquement
= éléments de
Raviart-Thomas

J et M ne vérifient
pas la condition
d’impédance
localement =
conservation des
flux assurée de
maniere
indépendante puis
élimination de M
par un procédé de
condensation

J et M décomposés
de maniére
indépendantes sur
les fonctions de base
de Raviart-Thomas

Pareil que pour la
formulation BGL

Inconnues

J aprés élimination
deMetL

(J,M)

(J1,My) et (J2,Mp)

Systeme final
pour un maillage
de Ngr arétes

Matrice de taille
Nar X Ngr non
inversible pour

certaines fréguences

Matrice symétrique
de taille Ngr x Ngr

Matrice symétrique
de taille 2Ng x 2Ngr

Systeme hermitien
de taille 4Ng x 4Ny
que I’on peut
ramener a deux
systemes couplés de
taille Ngr x Ngr

ov

NOISNTONOD



CONCLUSION
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Présentation du Cerfacs

Généralités

Société civile, le CERFACS a été fondé en 1987 par Aérospatiale, le CNES, EDF et
Météo-France, et est devenu un institut de renom international pour son expertise dans le
domain du calcul scientifique a hautes performances. Il a pour objectifs de s’occuper de
la résolution par modélisations et simulations numériques des problémes scientifiques né-
cessitant le recours aux moyens de calculs les plus puissants. Il congoit, optimise et évalue
les outils et algorihtmes qui tirent le meilleur parti des ordinateurs a hautes performances
dont il dispose. Ceux-ci représentent une capacité de calcul non négligeable : citons no-
tamment une SGI Origin a 32 precesseurs, une MEIKO CS2 32 processeurs, une SGI
PowerChallenge 8 processeurs, ainsi que des acces sur la plupart des supercalculateurs
(CRAY C90 et J90, IBM SP2, FUJITSU VPP700,...)

Le CERFACS a établit des conventions de collaboration avec de nombreux organismes
scientifiques, parmi lesquels le CNRs, I’université Paul Sabatier, I’INRIA, I’INP Toulouse
et le CEA.

Il réunit de maniere interdisciplinaire des physiciens, des mathématiciens appliquées,
de numériciens et des ingénieurs autour de cing équipes. Les deux premieres constituent
le «pOle théorie»

Parallel Algorithms a pour but d’étudier et de développer des méthodes numériques et
des logiciels pour I’utilisation optimale (performance et fiabilité) des calculateurs
haute-performance (scalaire, vectoriel, paralléle) dans le domaine scientifique. Les
principaux themes abordés sont les noyaux de calcul (algebre linéaire), les calculs
de matrices creuses de grandes dimensions (méthodes directes, itératives, solveurs
de valeurs propres...) ainsi que la décomposition de domaines.

Image and Signal Processing travaille en partenariat avec I’Observatoire Midi-Pyrénées.
Elle s’intéresse essentiellement aux problémes inverses : déconvolution, synthese
de Fourier... Les applications sont I’imagerie satellitaires (CNES), la télédétec-
tion par synthése d’ouverture (ESA) et I’astronomie observationnelle (ESO, IRAM,
NRAO).

Autour de ces deux services, trois équipes s’attachent a I’aspect applications :

Computational Fluid Dynamics : la simulation numérique est le complément indis-
pensable des études expérimentales (essais en soufflerie, etc...) dans la conception
des avions, des voitures ou des engins spatiaux. Une vaste gamme d’outils nume-
riques (simulation directe, simulation des grandes échelles, modéles de turbulences,
maillage adaptatifs, etc...) sont développés au Cerfacs afin de traiter des probléemes



tels que I’écoulement autour d’un avion, la combustion interne d’un moteur, la pol-
lution atmosphérique a I’échelle d’une ville ou la réduction du bruit généré par la
turbulence autour d’une voiture.

Climate Modelling and Global Change développe des modeéles numériques pour I’étude
du climat terrestre et son évolution. Cette modélisation se fait a I’échelle globale,
en couplant des modeles d’atmosphére, d’océan et de glace de mer développés dans
la communauté scientifique. L’expérience acquise permet d’aborder les problemes
de scénario climatique pour le futur.

Electromagnetism and Control est I’équipe que j’ai intégré durant son stage. Nous
allons décrire son activité plus en détail dans la section qui suit.

L’équipe EMC

Fondée en 1992, elle compte actuellement cing membres permanents et deux docto-
rants :

Abderrhamane BENDALI, chef de projet et enseignant a I’INSA,
Florence MILLOT, chercheur senior,

M’Barek FARES, chercheur senior,

Nathalie BARTOLI, chercheur senior,

— Francis COLLINO, consultant externe.

— Nicolas ZERBIB, doctorant,

— Nolwenn BALIN, doctorant.

L’équipe EMC a pour objectifs de développer des nouvelles méthodes numeériques
performantes pour la résolution des équations de Maxwell dans les domaines fréquentiels
et temporels. Elle propose ainsi des algorithmes efficaces destinés principalement a des
applications industrielles telles que la caractérisation d’antennes, la compatibilité électro-
magnétique ou le calcul de signature radar (RCS : Radar Cross Section).

Actuellement ses themes de recherche sont :

— les méthodes intégrales pour le calcul de la diffraction d’ondes électromagnétique
en régime harmonique,
la FMM ( Fast Multipole Method) pour la résolution des probléemes électromagné-
tiques de grandes dimensions,
la méthode de Décomposition de Domaine,
les équations intégrales de Després couplées aux méthodes itératives,

I’effet des couches minces,

— et les problemes des cavités de grandes dimensions.

L’équipe EMC travaille en partenariat industriel avec des organismes comme le CNES,
le CEA-CESTA, Alcatel Space, Dassault ou EADS, et avec des laboratoires de recherche
comme celui de ’ENAC ou de I’'INSA,le MIP.

L’intérét de la simulation et de la modélisation électromagnétique est multiple. Tout
d’abord, d’un point de vue physique, elle permet de mieux comprendre les différents
modeéles utilisés pour représenter les phénomenes électromagnétiques. Du point de vue de
I’industriel, elle permet d’appréhender le comportement d’objets sans avoir a les construire.
Cela permet par exmple I’expérimentation dans le domaines spatial et aéronautique. On
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trouve donc diverses applicatons de la simulation et de la modélisation électromagne-
tiques :

Industries de la défense, de I’aéronautique et de I’espace : radar, transmission, secu-
rité des équipements électriques,...

Industries grand public : téléphones mobiles, antennes,...



