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Introduction

Ce stage a éte effectué au CERFACS, (Centre Européen de Recherche et de Formation Avancée
en Calcul Scientifique), dans le service EMC (ElectroMagnetism Computation), sous la direction de
Florence Millot.

Ce projet de recherche se positionne dans le cadre des problémes de diffraction d’ondes électroma-
gnétiques en régime harmonique. Ils sont par exemple rencontrés dans les applications de furtivité radar
ou de rayonnement d’antenne.

Actuellement, le CERFACS posséde un code multipdle capable de résoudre le probléme de la dif-
fraction d’une onde électromagnétique par un objet parfaitement conducteur.

Dans cette étude, nous proposons de résoudre le probléme de diffraction d’un champ électromagné-
tique en régime harmonique par un obstacle métallique tridimensionnel recouvert d’une fine couche de
diélectrique pour pouvoir étendre le domaine d’application de ce code. Pour modéliser la couche mince,
nous avons choisi la condition d’impédance de Leontovitch qui relie les traces du champ électrique et du
champ magnétique sur la surface de I’obstacle.

Plusieurs méthodes permettent de résoudre ce probléme et nous avons choisi la méthode des équa-
tions intégrales. Elle consiste a exprimer le champ électromagnétique en fonction des courants électrique
et magnétique.

Dans un premier chapitre, nous modéliserons le probléme physique considéré en rappelant les hypo-
théses nécessaires a sa résolution.

Nous résoudrons dans un second chapitre le probléme de diffraction et nous choisirons une formula-
tion adaptée.

Le cadre discret sera décrit au chapitre I11. Une démonstration d’existence et d’unicité sera étudiée et
nous proposerons une maniére astucieuse d’implémenter la nouvelle formulation dans le code multip6le.

Dans le chapitre suivant, nous mettrons en place deux méthodes nous permettant de tester la pré-
cision de la formulation variationnelle que nous avons choisi pour résoudre le probleme physique qui
nous intéresse. La premiére sera basee sur I’idée que les différentes formulations convergent lorsque le
pas du maillage diminue a longueur d’onde constante et la seconde nous permettra de calculer une so-
lution analytique succeptible de nous donner I’erreur relative par rapport aux solutions des formulations
choisies.

Les résultats numeériques seront présentés dans le dernier chapitre. Une validation de ce code sera
réalisée par comparaison avec différentes solutions. Une mise en évidence de la consistance de notre
formulation et une étude comparative entre les deux formulations présentes au CERFACS seront déve-
loppées. Notre étude se cl6turera par le cas semi-industriel de I’avion.



Chapitre 1l

Modeélisation mathématique du probleme
physique

1.1 Description physique

On considére le cas particulier d’un obstacle constitué de métal recouvert d’une fine couche de di-
électrique d’épaisseur d. A I’intérieur du métal, les champs sont considérés comme nuls. Le diélectrique
est caractérisé par une permittivité €, et une perméabilité ;.

Cet objet est placé dans un milieu diélectrique (milieu de propagation) que I’on suppose parfait (i.e.
de conductivité o =0, homogene, isotrope). Ce milieu peut éventuellement étre le vide et il est caractérise
par une permittivité € et une perméabilité .

On éclaire ce systéme par une onde incidente (cf annexe(A)). Lorsque cette onde rencontre I’obstacle,
elle génere une onde diffractée par ce dernier.

Dans le cas de probleme de furtivité radar, I’objectif est donc de connaitre la nature de I’onde dif-
fractée par ce type de structure.

(Einc7 HinC)

\n(x) "/,//

Diélectrique \\\\
)

(Ediff : H diff

FiG. 1.1 — Schématisation du probléme initial



CHAPITRE 1. MODELISATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME PHYSIQUE

1.2 Les équations de Maxwell

Une onde électromagnétique est décrite par un champ électrique E et un champ magnétique H en
tout point de I’espace R3.

Le milieu dans lequel se propage I’onde est décrit par deux constantes positives € (permittivité élec-
trique) et y (perméabilité magnétique).

Les equations régissant la propagation de telles ondes en I’absence de charges et de courants élec-
trique ou magnétique sont les équations de Maxwell.

0E
—s—at+rotH =0
(1.2.1)

u%—':JrrotE = 0 dans RS

1.3 Hypotheses initiales

1.3.1 Les équations de Maxwell en régime harmonique

On s’intéresse aux solutions harmoniques du systeme (1.2.1). Elles sont définies par :

{E(t,x) = Re(E(x)e™'®)
H(t,x) — Re(H()e )

ou w désigne la pulsation.
Remarque : Re designe la partie réelle d’un complexe.
Les solutions harmoniques vérifient le systéme suivant :

iweE + rotH =0
—itpH + rotE 0 dans R®

Afin de simplifier ce systeme, on introduit les grandeurs ci-dessous :
- k = w,/el (nombre d’onde le milieu de propagation)

-Z= g(impédance du diélectrique)

Avec ces notations, les équations de Maxwell en régime harmonique s’écrivent :

ile7—1 —
{IkZ E+rotH = 0 (1.3.2)

—ikZH+rotE = 0 dans R3

1.3.2 Impédance équivalente

On considére ici le cas particulier d’un obstacle métallique recouvert d’une fine couche de diélec-
trique. Du fait de la fine épaisseur & de cette couche, des instabilités numériques apparaissent. Pour plus
de détails, on renverra le lecteur a la thése de Nathalie Bartoli ([1]). De plus, le traitement de cette couche
imposerait un maillage tridimensionnel en tétraédre qui démultiplierait le nombre d’inconnues.

Pour ces deux raisons, on substitue cette fine couche de diélectrique par une condition d’impédance
surl.

On peut montrer que le probléme initial modélisé par le schéma (1.1) est équivalent a un probléme
avec une condition imposée uniquement sur la frontiére de I’obstacle (cf. schéma (1.2)). Les détails de
cette démonstration sont présentes en annexe (B).



CHAPITRE 1. MODELISATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME PHYSIQUE

Les conditions a la limite dites d’impédance sont liées a la nature du modele physique considéré. La
condition de Leontovitch peut modéliser la diffraction d’une onde par un obstacle parfaitement conduc-
teur recouvert d’une mince couche diélectrique. Elle lie le champ électrique au champ magnétique par la
relation suivante :

E.—ikZonn(x) AH=0 (1.3.3)

L’indice t représente la composante tangentielle des différents champs sur la surface I :
Et=nA(EAN)

n est la donnée caractérisant I’impédance en tout point de la surface . C’est un opérateur sur les
champs vecteurs de I". n peut étre une fonction constante, constante par morceau si I’obstacle est consti-
tué de matériaux différents ou encore variable. Dans notre cas, nous considérons rj comme une constante.

En outre, si I’obstacle est un milieu absorbant de I’énergie par effet joule, il faut vérifier la condition
surn:

Im(n) <0 (1.3.9)

La relation (1.3.3) est le cas particulier de la condition plus générale d’Engquist-Nédélec ([10]).
Actuellement, elle est trés utilisée pour les applications industrielles.

\mx)

Ei=0 E: = ikZonn(x) AH

Diélectrique

FiG. 1.2 — Impédance équivalente

1.3.3 Lacondition de radiation de Sommerfeld

Afin d’assurer que le probléme soit bien posé, il est nécéssaire d’introduire une condition supplé-
mentaire concernant le comportement de (E9, HA™) 3 I"infini.

Cette condition traduit le fait que I’énergie totale de I’onde diffractée est finie et que son flux a travers
toute surface fermeée entourant strictement I’obstacle est sortant.

Elle s’exprime de la maniére suivante :

lim; o (8, E4™ —ikEI™) = 0 (1.3.5)




CHAPITRE 1. MODELISATION MATHEMATIQUE DU PROBLEME PHYSIQUE

1.4 Conclusion

Le systeme a résoudre est donc le suivant :

rotE —ikZgoH =0

rotH+ikZo 1E = 0 dans Qe

Ei —ikZonn(x)AH = 0 surl (1.4.6)
0

lim r(9, 9" — ikE™)

I —o00

Im(n) <0

Dans ce systeme, le champ électrique E représente le champ total, c’est a dire, a la fois le champ
incident qui éclaire I’obstacle et le champ diffracté par la structure. 1l peut étre néanmoins intéressant
de travailler uniqguement en champ diffracté. Pour obtenir ces équations en champ diffracté, il suffit
de remarquer que le champ incident vérifie les équations de Maxwell et de faire la différence entre le
systeme issu du champ total et celui du champ incident.



Chapitre 2

Reésolution du probleme de diffraction

2.1 Résolution par équations intégrales

Il existe deux grandes familles de méthodes pour résoudre les équations de Maxwell en régime har-

monique :

— Les méthodes volumiques (cf [5]). Elles localisent leur calcul dans tout le volume intérieur et
extérieur des objets. Elles permettent une bonne prise en compte des caractéristiques matérielles
du milieu en particulier les effets d’anisotropie, mais nécessitent un grand nombre d’inconnues et
une gestion explicite des conditions aux limites.

— Les méthodes surfaciques. Elles placent leurs inconnues sur le bord des objets considérés et
prennent en compte de maniere implicite les conditions aux limites. Cependant, elles ne s’ap-
pliquent qu’aux corps homogeénes.

Les différentes hypothéses décrites précédemment permettent I’utilisation de la “méthode de réso-
lution par équations intégrales’. Nous ne présenterons pas ici cette méthode. Pour plus de détails, nous
renvoyons par exemple le lecteur au cours de J. C. Nédélec ([7]).

Disons simplement, qu’il est nécessaire d’introduire les courants électrique et magnétique selon :

J = n(x)AH
M = —n(x)AE
Le systéme (1.4.6) est équivalent a :
E(x) = E"™(x)+iZoTI(x)+KM(x)
Hx) = HM(x)—KJI(X)+iZy*TM(x) dans Qeq

avec T et K définis de la maniére suivante :

I = K [(GHYIN+ GTEHYII)I)

KM(x) = /r OyG(x,y) AM(y)

ol pour x #y dans R :
aikix—yi

G(x,y) = m

G(x,y) est la fonction de Green. ‘
Notons aussi que le champ (E'" H') correspond au champ incident ou champ source décrit en
annexe (A).



CHAPITRE 2. RESOLUTION DU PROBLEME DE DIFFRACTION

La trace des champs sur la surface de I’obstacle est donnée par :

B = E( +iZo(TI00): + (KMOX)) + 5n(x) A M(X) 011
H) = HI(0 — (KIO))+iZ H(TMEX) — 50 AI() B

Dorénavant, et dans un souci de clarté, nous n’écrirons la variable x que lorsque sa présence améliore
la compréhension.

2.2 Quelques formulations possibles

A partir du systeme (2.1.1), plusieurs formulations peuvent étre obtenues. Leurs obtentions se trouvent
en annexe (C). Elles utilisent une combinaison des équations suivantes :

o 1
(1) E = E™+iZ(T) + (KM)+5nAM

—~
N
I

-

|

HiC — (KJ)  + iZgY(TM); — %n AJd
(3) Et = —ikZonnAH ou nAM =ikZynd
2.2.1 Une formulation “normale”

La premiére formulation a laquelle on pourrait penser est la suivante. On exprime (3) a I’aide de (1)
et (2), puis on réintroduit (3) dans I’équation obtenue afin d’éliminer M :

(TI) —n(KnAd)+nnA(KJ)—k?n?nA (TnAJd)
1 (2.2.2)
ikZg
Le systéme induit par cette formulation ne peut étre utilisé. En effet, le terme T(n A J) n’est pas défini
puisque J appartient a H ‘él(div, I) et par conséquent (n A J) appartient a H ‘%(rot, IN). Cependant T est
un opérateur défini de H -2 (div,I") dans H *%(rot, I") et donc cette opération ne peut étre defini.

(EI"® —ikZon n A HI™)

Remarque : rappelons que :
H-Y2(div,l") = {ueH Y2(),diviue H-2(I")}
H-Y2(rot,l) = {ueH Y2(I),rotruecH Y3}
2.2.2 Formulations E.F.1.E., M.F.1L.E., C.F.I.E.

Pour la E.F.I.E., on considére (1) puis on introduit la condition a la limite (3) pour éliminer M. On
obtient donc :

- . . 1
Ei" = —iZp(TI): +ikZon (K(NAJ)t+ EIkZonJ (2.2.3)
Pour la M.F.I.E., on considére (2), on élimine J grace a (3) et on conserve M. On obtient donc :
. 1
Hinc = . K(NAM)) —iZoHTM); — ———M 2.
t (X) IkZOr] ( (n A ))t I 0 ( )t 2IkZor] (2 2 4)

En ce qui concerne la E.F.I.E. et la M.F.I.E., des solutions non physiques (résonances) apparaissent
a certaines fréquences.
Pour palier a ce probléme, on crée la C.F.1.E. selon :

CFIE =aEFIE +(1-a)MFIE.| (2.2.5)

Néanmoins cette formulation fait intervenir un paramétre arbitraire. Pour ces raisons, nous ne retien-
drons aucune de ces formulations.




CHAPITRE 2. RESOLUTION DU PROBLEME DE DIFFRACTION

2.2.3 Laformulation de Bachelot, Gay et Lange (BGL)

En considérant les équations (1) et (2), on utilise le principe des réactions de Rumsey, qui consiste
a former la quantité [ (E.J' —H.M") ou (J',M!) sont les courants tests tangents a I". Ensuite, on fait
r
intervenir la condition d’impédance (3) pour obtenir :

V({‘]tv Mt}) = A({Ja M}v {‘]tv Mt})

1 . t 1 -1 t
- E/r{ ikZonJ.J " iz, (NAM).(nAMY) }dl‘

(2.2.6)

ou ?rrl est I’opérateur d’admittance relative, inverse de I’impédance relative ikn.
avec :

A({I ML {3 M) = /iZoTJ.Jt—iZngM.MtJrKJ.MtJrKM.JtdF
r
V({J.M}) = —/Ei”C.Jt—Hi”C.MtdI'
r

Remarquons cependant que ces équations se simplifient dans le cas ou n est une constante non nulle :

V({‘]t> Mt}) = A({‘]7 M}>{‘]t> Mt})

_ }/{ ikZon .3t — (2.2.7)
2Jr

t
Zon M.M }dr

Rappelons que I’obtention de cette formulation a été développée en annexe (C).

2.2.4 Laformulation de Bendali

Une autre formulation a été proposée par A. Bendali et al (cf [2]). Son obtention s’appuie aussi sur
le principe des réactions de Rumsey (cf annexe C).

A{I, M)}, {35, MH}) +%/FL.(n/\Mt—ikZOth)dF:V({Jt,Mt})
(2.2.8)

sous la contrainte / LY. (NAM —ikZonJ) =0
r

avec A({J,M)}, {(J',MY)}) et V ({J',M'}) défini précédemment et

1
L=-nAH
2n

2.3 Conclusion

A cause des inconvénients constatés sur les quatre premiéeres formulations, il peut s’averer intéressant
de conserver les deux inconnues (J,M). Pour cette raison, nous avons choisi d’implémenter la formula-
tion BGL. Néanmoins, le dédoublement des degrés de liberté (d.d.l.) est un inconvénient majeur. Pour
cela, nous donnerons dans le chapitre suivant une méthode pour résoudre ce probléme par la méthode
multip6le. Quant a la formulation de Bendali, elle est implémentée au CERFACS. Elle nous servira de
référence pour la validation de nos résultats. De plus, une étude comparative entre ces deux formulations
pourra étre faite. Passons a la discrétisation du probléme.



Chapitre 3

Le probleme discret : résolution
numérique

3.1 Démonstration de I’existence et de I’unicité de la solution dans le cas
discret

Pour simplifier I’étude, reprenons la formulation BGL dans le cas ou n est une fonction constante :

V({Jtth}) = A({‘]aM}v{‘]tth})

- 3/{ ikZond.Jt —
2Jr

ikZon

(3.1.1)

M. Mt }dl‘

On se place dans I’espace de discrétisation des éléments de Raviart-Thomas noté RT, et décrit dans
le paragraphe suivant.

Remarque : sachant que RT}, C RTp (’espace d’approximation est stable par conjugaison) on peut en
particulier prendre Ji! = J,, et Mpt = My,

On obtient alors :
T K Jh jh _ k_n 2 /i 2
/r[K THMJ‘[W] /r2|‘]“|+r2kn“v'“‘

Einc )
= —/ ——Jn' —H"™.My' dr
riZo
Nous décomposons le noyau de Green en sa partie réelle et en sa partie imaginaire selon :
G(X7y) = Gr(XaY) +i Gi(X,y)
d’ou :

T = T/ +iT;
K = K +iK;

Ensuite, nous considérons la partie imaginaire de la formulation variationnelle. D’apreés la symétrie

du noyau, on déduit :
Tr Kr \]h jh
I ) =0
m(/r[Kr TrHMh] [Mhb



CHAPITRE 3. LE PROBLEME DISCRET : RESOLUTION NUMERIQUE

et en utilisant le résultat de I’article intitulé “Integral equations via saddle point problems for time-
harmonic Maxwell’s equations™ écrit par F. Collino et B. Despreés ([3]).

o 12 SRR - L] oes

ol S? est la sphére unité et :
(o] Jh [o0) H 0
A (s) = a®Jn(s)—isAna”My(s)
o _dk ks
a®Jn(s) = 4n/szsA(JhAs)e dt(s)

On déduit que :

L | e Eaxe) =5 [mmine -+ o [ mim2

o Einc e
:Re(/ H'”C.Mh—/.—.Jh)
r riZg

Déterminons dans quel cas ce probleme est injectif. Considérons alors une source nulle. Nous avons
alors :

é|Aw[&hh]\2(s)dT(s) - g/rlm(r])uh\z + %/rlm(%)uvm2 ~ 0

En particulier, dans le cas ot Im(n) < 0, les trois quantités sont positives et donc forcément le couple
(In,Mp) est nul ce qui assure I’injectivité.

Sachant que nous sommes en dimension finie (espace d’approximation des éléments de Raviart-
Thomas), nous avons donc la bijectivité.

Nous avons donc démontré I’existence et I’unicité de notre solution dans le cas discret sous la condi-
tion Im(n) < 0.

3.2 Discrétisation

3.2.1 Les éléments de Raviart-Thomas

On utilise la discrétisation standard pour ce type de probléme, a savoir celle de Raviart-Thomas(cf

[8D.

On remplace tout d’abord la surface réelle par une surface polyédrique composée de triangles. A
chaque aréte Ai sont associés un degreé de liberté A; et une fonction de base ¢;. On note nqq le nombre de
degrés de liberté. Le support de ¢; se restreint aux deux triangles T et T” partageant I’aréte Ai.

Chaque aréte est (arbitrairement) orientée par un «sens» de passage, noté par exemple T — T, qui
détermine la normale unitaire a I’aréte n;. Le degré de liberté J; est égal au flux de la fonction de courant
électrique a travers I’aréte Ai ainsi orientée :

3 = /Aq\](x). {(x) dx
M(x).n;

M = ).ni(x) dx
A

10
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FiG. 3.1 — Fonctions de Raviart-Thomas

Sur le triangle T, d’aire |T|, on note S le sommet opposé a Ai et M le point courant du triangle. On a:

¢i(M):%

La fonction ¢; est donc vectorielle, dans le plan du triangle, affine, de flux nul a travers les deux
arétes issues de chaque sommet S et S’ (¢; y est tangente) et de flux 1 a travers I’aréte Ai (grace a la
normalisation par 2|T|). La figure (3.1) illustre ces propriétés.

Symétriquement sur T’, on note S’ le sommet opposé & Ai. Ona:

Comme la traversée de I’aréte reste orientée par n;, le flux de ¢; a travers I’aréte Ai vaut toujours +1.
Les courants électrique J et magnétique M seront recherchés dans I’espace d’éléments finis induit par
ces fonctions sous la forme approchée :

Ndadl

Jh = Jidi
izl (3.2.2)

Ndadl
Mp = Zl Mid;
i=

On remarque donc que dans le cadre de la formulation BGL, chaque aréte posséde a la fois un d.d.l.
électrique et un d.d.l. magnétique.

3.2.2 Obtention matricielle
Principe

Afin d’obtenir la matrice dans sa globalité, nous calculons les matrices élémentaires. Ces matrices
représentent I’interaction des d.d.l. des triangles entre eux. Numériquement, on itére sur les triangles et
on considére I’interaction des d.d.l. du premier triangle sur ceux du second.

Aprés avoir calculé toutes les matrices élémentaires, il ne reste plus qu’a assembler la matrice glo-
bale. Cet assemblage se déroule de la maniére suivante :

/\in" — NniK)n(j.L)

avec n(j,L) le numéro global du j*®™ d.d.I. local du triangle L. Ce coefficient nous est donné par la
table de connectique.

Remarque : L’obtention du coefficient (i,j) de la matrice correspond aux interactions entre le d.d.l. i
et le d.d.l. j. Ce terme est donc la somme de quatre termes émanant des matrices élémentaires puisque

11
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chaque d.d.l. est rattaché a deux triangles différents.

On reprend le systéme (3.1.1) afin de déterminer le couple (Jn, M) tel que, pour tout couple de fonc-
tions tests (J%, ML) la formulation variationnelle soit vérifiée. On peut donc mettre le systéme matriciel
sous la forme suivante :

ML) = R 329
avec :
T— Ky K E'n°
A= 2 1 et B=| iz
K T+ %M Hinc
ou T et K sont les matrices associées aux opérateurs définis précédemment et M la matrice masse
correspondant a /r did;.

Les coefficients de la matrice A font apparaitre des calculs d’intégrales singuliéres développés en
annexe (D).

3.3 Implementation dans le code multipdle

La résolution du systéme (3.2.3) peut se faire de maniére directe par exemple par une inversion
LU. Cependant il s’avére que lorsque la fréquence augmente ou lorsque la taille de I’obstacle devient
importante, I’inversion du systéme par méthode directe devient vite colteuse. De plus, le stockage de la
matrice est trop importante. On est donc obligé d’utiliser des méthodes itératives couplées a un produit
matrice-vecteur rapide par exemple un produit multipéle. Nous allons maintenant présenter une maniere
astucieuse de faire ce calcul multipéle.

Considérons le systeme matriciel précédent (3.2.3). En conservant la notation précédente, notons :

T K
2= ) - (e = o
avec . K
—;M 0
mese) = 0 LM
2kn

La matrice diagonale par bloc Amasse Sera traitée en interaction proche. Considérons dorénavent la

matrice Z :
o ()3 (4)

Tout d’abord, remarquons que si I’on utilisait directement la méthode multipéle, un produit matrice-
vecteur nécessiterait d’appliquer 7 fois I’algorithme multipdle (4 pour TJ et 3 pour KM).
Regardons maintenant une méthode permettant de faire ce calcul @ moindre co(t.

t

z(( l;]/l ),( I;]/It )) = <TJI>+<TM,M >+ <KIJ, M >+ <KM,Jt >
1 1

= E<(']1“+]1<)(J+|\/|),(Jt+|v|t)>+§<(11‘—1[<)(J—|\/|),(Jt—|v|t)>

Cette opération a pour but de diagonaliser par blocs la matrice Z et de substituer les inconnues (J-M)
et (J+M) par J . On est alors amené a regarder le cas ot € =1 ou —1 pour :

1
2:(J,J) = 5 < (T +eK)J, I >

12
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Soit plus explicitement :

K 1
2(0.3) = <3 [(GxIN)+ 150Gy 0 I
+2 [D6xy) Ay, >
r
Si
Xy = Mix + MiM2 + My
= & + u + oy

On utilise la formule multipolaire suivante dans le cas ou |dX 4+ dy| << 1:

ik | |
G(|X_y|) B WLI—IH-OO seSeIkS.aXTUL(S)elkSEde
(3.3.4)
T = 3 @+D)ihi(kMiMz])R (cos(s, MiM2)

Tachons d’interpréter la formule (3.3.4). Elle comporte trois termes :

— le terme e'*$*M1 transporte I’information du point source x au point M.
— le terme T,\'lez(s) assure le transfert de I’information entre M1 et M.
— le terme e'*M2Y transporte I’information jusqu’au point y.

Afin de mieux comprendre I’intérét de la décomposition du noyau de Green, nous allons I’illustrer
sur la figure (3.2).

FIG. 3.2 — Comparaison des méthodes de traitement des interactions

Sur cet exemple, en utilisant la méthode multip6le, seulement 11 calculs sont nécessaires alors que
sans cette méthode, nous aurions dd en faire 25.

13
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Nous pouvons alors dériver I’expression z¢(J,J') et on obtient :
ik?

23,3 = W/SzTL(u,s)/r%[(s/\(J(y)/\seikaysdl'(y)]/r[JteiKBX'SdI'(x)] do(s)

2 ' .
1'6kn2 / TH( / [(SA(J(y)e""éysdr(y)]. / [3e’®*s dI(x)] da(s)

-
Ce qui peut aussi s’écrire :

2(3,3) = 162/T (U, s)We(J, 34,5 d=(s)

Avec : 1
5 (SA (AwJ AS) — IES A Bpd ) et

ad = [ayesary)

WE(‘LJtvS) =

and = [F(e o dri
r

A priori, pour s fixé, we(J,J,s) possede trois composantes. On va montrer qu’en fait, indépendam-
ment de a., il n’a qu’une seule composante sur un vecteur fixe. Ensuite, en utilisant (s, eg,eq) les vecteurs
sphériques habituels, on effectue un changements de repére :

eg+ite
ut = ¢

V2
avect=1ou-1
(s,u”,u™) est une base orthonormale (Ju~| = [u"|=1,u”.uT =ut.u” =0).
On pose :
1 .
Asa = 5( A(ans)—igsna)
de telle sorte que z¢(J,J',s) = Asa™(J).8%(J"))
On a bien sir Aca.s =0 et
1 eg+ite . SAeg+iTsAe
Aut = - ¢ — =
B 1(ee+iTe(p iae(p— iTee)
- 20 V2 V2
1 eg+ite eg+ite
20 V2 V2
1 eg +iTeg
= Z(1—er1
F(L—e(= =)

On en déduit que A,u™ = A_u~ =0 et donc que Aga est colinéaire a u—¢,
De plus, Aju” =u etA_ut =u"
Finalement :

We(J,J,8) = (Be0d.U %) (800" .UE)

et:

2:(3,J) = I 2/ TH((awd.u™8) (4J .u=%)da(s) (3.3.9)

C’est un calcul & deux composantes ce qui permettra d’économiser du temps CPU. Néanmoins, pour
plus de détails sur la méthode multipdle, nous renverrons le lecteur a I’annexe (F) et au rapport de F.
Millot et de F. Collino ([4]).
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3.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de mettre en place tous les outils nécessaires a une implémentation nu-
mérique. L’existence et I"unicité de la solution discréte ont été démontrées. Une méthode astucieuse de
faire un produit matrice vecteur multipble a été proposée. Avant d’implémenter cette méthode au sein
du code multipdle, nous devons nous assurer de la précision de la formulation BGL. Pour cela, nous
mettrons en place deux tests numeériques : un reposant sur un raffinement du maillage et un autre sur un
positionnement adéquat d’un dipdle.
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Chapitre4

Précision des formulations

Aucune raison théorique ne permet de privilégier la formulation de Bendali par rapport a la formu-
lation BGL. Afin de pouvoir quantifier la précision des solutions obtenues avec ces deux formulations,
nous avons réalisé deux tests numeriques. La méthode de raffinement s’appuie sur le fait que les so-
lutions doivent converger lorsque le pas du maillage décroit et celle du dip6le permet d’exhiber une
solution analytique qui est notre référence.

4.1 La méthode de convergence par raffinement

Cette méthode consiste a considérer comme exact un courant calculé sur un maillage extrémement
raffiné et a remonter ensuite a un maillage plus grossier.
4.1.1 Construction du maillage

Cette méthode exige la construction d’un maillage “a la main” pour pouvoir remonter a un maillage
industriel. On démultiplie le nombre de d.d.l. par la méthode décrite sur la figure suivante :

Nl N2
N3

FiG. 4.1 — Modéle de raffinement de maillage

Pour plus de clarté, nous noterons :

— le nombre de triangles NTg

— le nombre de d.d.l. NddI

De plus, on marquera par une étoile les grandeurs relatives au nouveau maillage. Nous avons donc
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les relations suivantes si la surface est fermée :

NTg* = 4xNTg
Nddl* = 2xNddl+3xNTg

Il est important de noter qu’une nouvelle connectique a dii &tre mise en place et que I’orientation de
toutes les normales a dii étre conservée.

4.1.2 Mise en évidence de la meilleure solution

Nous devons maintenant remonter a une solution sur maillage plus grossier. Supposons que 1’on
connaisse une solution sur le maillage décrit sur la figure (D). Prenons I’exemple du courant J.
Nous avons discreétisé ce courant dans I’espace des fonctions de Raviart-Thomas suivant :

N

J= ‘;Ji(bi

Vu que I’on calcule un flux, on fait la somme des courants calculés sur les arétes correspondant d’une
aréte sur maillage industriel. 1l ne reste plus qu’a calculer I’erreur relative entre les solutions provenant
des deux formulations.

En raffinant le maillage, nous espérons que les solutions obtenues par les deux formulations soient
assez proches pour que I’on puisse affirmer qu’en prenant la moyenne de ces deux solutions, on ait obtenu
une solution exacte.

4.2 L’idée du dipole

Le schéma suivant permet de rappeler brievement les notations utilisées dans la suite.

r = surface fermée
Qint = domaine interne I
Qe¢ = domaine externe I
X0 = point de Qi

Qe
FIG. 4.2 — Schéma du probleme test du dip6le

On utilise le champ électromagnétique (Eo,Hop) du dipole décrit dans I’annexe (A).
On se propose de résoudre le probleme suivant :

(E;H) = (Eo,Ho) dans Qe
(E,H) (0,0) dans Qin

17
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Les courants sont donc définis de la fagon suivante :

Jo = nAHg sur T
Mg = —nAEg

Nous pouvons appliquer la méthode de résolution par la méthode des équations intégrales car le
champ électromagnétique du dipble (Eq,Ho) vérifie les équations de Maxwell dans R3 — {xo} et la
condition de Sommerfeld a I’infini. Le champ nul vérifie quant a lui le systeme de Maxwell.

Remarque : Nous voyons donc I’intérét de positionner le dipble a I’intérieur de I’obstacle car la
représentation intégrale du champ extérieur sera toujours vérifie.

Nous avons donc la représentation en potentiel suivante :

Eo(x) = iZoTI(x)+KM(x)
{Ho(x) = —KIX)+iZg'TM(x) dans Qex
o 0 = iZeTJI(x)+KM(x)
{o = —KIX)+iZg'TM(x) dans Qin— {Xo}

Les opérateurs T et K ont été définis précédemment tout comme G la fonction de Green.
La trace des champs sur la surface de I’obstacle est donnée par :

Eo(X) iZo(TI(x))t + (KM(x))t + %n(x) AM(x)
Hoa(x) = —(KIX))+iZg(TM(X)) — %n(x) AJ(X)

Pour retrouver la formulation BGL et celle de Bendali, nous choisissons une impédance et nous
posons Fq de facon a relier les champs Eg et Hy par la relation suivante :

Eot — ikZonHo = Fo| (4.2.1)

L’obtention des deux formulations suivantes est détaillée en annexe (C).

421 Laformulation BGL

D’apres I’équation 4.2.1, nous avons :

nNAM = Fo+ikZond
nAJ _MAFe M
ikZor] ikZor]
Soit : . .
EFO = iZo(TJ)t + (KM)t + ElkZor]J
NAFg 1 M
= —(K Zo(TM —
iKZon (KI)e + i2o(TM); 2ikZon

En appliquant le principe des réactions de Rumsey, on obtient donc la formulation suivante :

V({Jtv Mt}) = A({Ja M}v {‘]tv Mt})

N i 1o t
2/r{ KZond 3t = o (0 AM).(nA M) }dl‘

(4.2.2)

avec :

A({I,M} {Jt M) = /iZoTJ.Jt—iZngM.MtJrKJ.MtJrKM.Jtdl'
" [ Fo 4 AR

. t
2 Sz ™M dr

V{JI M) =
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4.2.2 Laformulation de Bendali

On utilise le principe de Rumsey et on utilise la relation (4.2.1) et on retrouve la formulation de
Bendali suivante :

A({I,M}, {Jt, M'}) +/L(nA|v|t—ikzonJ‘)dr = %/Fo.Jtdl'
r r

(4.2.3)
sous la contrainte / LY.(nAM —ikZon J) = / Fo.J'dr
r r
avec :
L= }n AH
)

L’obtention est cependant développé en annexe (C).

4.2.3 Mise en évidence de la meilleure solution

L’avantage de cette méthode par rapport a la méthode de convergence par raffinement vient du fait
que nous pouvons exhiber une solution analytique sans avoir a raffiner de maniére exagéree.

On se donne un maillage en triangle et on approche les courants électrique et magnétique (Jo, Mo)
par les courants (J"o, M) sur les fonctions de Raviart-Thomas. En résolvant le systéme linéaire issu de
la formulation BGL ou de la formulation de Bendali, on déduit les inconnues (J;,M;) qui correspondent
aux flux a travers I’aréte Aj du maillage :

Jj = JMo(x).n;
Aj

M; = Mho(X).nj
Aj

ou n; est la normale extérieure au triangle + de I’aréte A;.

Or nous pouvons exprimer les courants Jg et Mg en fonction des champs électrique et magnétique
généré par le dipdle selon :

Jj = /n/\Ho.nj
Aj

M; = —/ nAEo.n;
Aj

De cette maniére, nous obtenons donc une solution dite analytique qui nous permettra d’évaluer la
précision de chaque formulation et de connaitre la formulation la mieux adaptée & notre probleme.
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Chapitre5

L_es resultats numeriques

Nous avons implémenté la formulation BGL dans le code existant du CERFACS. Pour I’instant,
seul un calcul direct a été réalisé. Notons cependant qu’une version paralléle a été construite. Dans le
paragraphe suivant, nous décrirons en quelques mots sa mise en place. Nous comparerons ensuite cette
formulation & une autre formulation existante au CERFACS. Il est alors nécessaire de construire une
solution de référence. La construction de cette solution de référence est développée au chapitre 4.

5.1 Remarques sur la parallélisation

5.1.1 Principe

Nous avons fait le choix d’utiliser ScaLAPACK. C’est une librairie mathématique paralléle permet-
tant de résoudre certains problémes d’algebre linéaire et en particulier les problemes de matrices pleines,
complexes, symétriques. ScaLAPACK s’appuie principalement sur deux bibliothéques :

— Une de communication du nom de B.L.A.C.S.(Basic Linear Algebra Communication Subrou-
tines). Cette derniere permet, sur une grille prédéfinie de processeurs, d’échanger des blocs de
matrices entre les processeurs, de les diffuser globalement et de calculer sur eux des réductions.

— Une autre de résolution de problemes linéaires du nom de PBLAS.

ScaLAPACK se comporte comme une boite noire. Le point intéressant de I’implémentation de cette
méthode dans le code est la répartition des inconnues suivant les processeurs. Cette répartition se déroule
de maniére cyclique en fonction du nombre de processeurs.

Ces calculs ont été fait sur un Silicon Graphics composé de 32 processeurs et capable de réaliser
500 MFlops (mega float operation per second) par processeur.

5.1.2 Performances

Le tableau suivant donne les temps de résolution du probleme de diffraction dans le cas d’une sphere.

Nombre || Nombre de Temps
de d.d.l. || processeurs || de calcul

480 1 13.75x4 s
4 14s

1920 1 151x9s
9 154 s

TAB. 5.1 — Temps de résolution

Comme nous pouvons le voir sur le tableau (5.1), le temps de calcul est divisé par le nombre de
processeurs ce. Le temps de communication entre les processeurs est négligeable et donc optimisé.
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| Nombre de d.d.I.

| Pas du maillage (m) || Erreur relative (Norme L) ||

120 0.52 4.79%
480 0.3 1.37%
1920 0.15 0.47%

TAB. 5.2 — Erreur relative par rapport a une solution raffinée

Gréce a la parallélisation, nous pouvons désormais augmenter le nombre d’inconnues. A titre d’exemple,
nous sommes passés de 3000 d.d.l. en séquentiel @ 20000 d.d.l. en parallele.

5.2 Validation du code

5.2.1 Comparaison avec une solution analytique

Il est bien connu que dans le cas de la spheére, il existe une solution analytique (dite “solution de
Mie™). En particulier, on peut connaitre de maniére exacte le champ lointain et donc la S.E.R. (Surface
Equivalente Radar). L’obtention de cette S.E.R. est développée en annexe (E). Nous allons donc pouvoir
comparer nos résultats avec cette solution analytique.

Nous avons considéré le cas d’une sphére de rayon 1 m éclairée par une onde plane dont le nombre
d’onde est égal a1 m~1!

-3t

\
\
\
— SER de Mie \
SER bistatiqug \

-7 ! ! ! ! ! ! ! !
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Variation angulaire

FiG. 5.1 — Comparaison des S.E.R. dans le cas de la sphére

La figure (5.1) donne les deux courbes de S.E.R.. Ces deux courbes se superposent. De plus, I’erreur
relative est de 0.1% ce qui assure une bonne cohérence des résultats.

5.2.2 Mise en évidence de la consistance de notre solution

La méthode utilisée va nous permettre de montrer que notre solution converge lorsque le pas de
discrétisation diminue. Grace a la méthode de raffinement du maillage développée au chapitre 4, les
solutions obtenues pour différents pas de maillage vont étre comparées avec une solution sur un maillage

. A
raffiné en 80 et comportant 7680 ddl.
Nous allons mettre en évidence ce résultat au travers de la sphere .
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Le tableau précédent montre que I’erreur relative diminue lorsque le pas de maillage diminue. Néan-
moins, pour une étude plus approfondie, on pourrait calculer I’ordre de consistance de notre formulation.
Remarquons tout d’abord qu’une solution est dite consistante lorsque I’erreur relative est en O(h?).
D’aprés les résultats du tableau (5.2), nous pouvons effectuer une régression linéaire et passer en loga-
rithme pour connaitre le coefficient a. Cette méthode donne le résultat décrit sur la figure suivante :

0.8 q

0.4 q

021 i

0.2 b

0 O erreur
— moindres carre$
I

-0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2

FiG. 5.2 — Calcul de I’ordre de consistance

On remarque que les points sont relativement proches de la droite. On peut approcher le coefficient
o par le coefficient directeur de cette droite.
Numériquement, nous avons calculé I’ordre de consistance de notre solution

5.2.3 Comparaison avec la formulation de Bendali

D’aprés ce qui précéde, notre formulation converge. Assurons-nous qu’elle converge vers la bonne
solution. Nous allons maintenant considérer que la solution de référence est donnée par le code du CER-
FACS avec la formulation de Bendali.

Comparaison sur les courants

Nous espérons montrer une convergence lorsque le pas du maillage décroit avec un nombre d’onde
constant.

Pour cet essai, on choisit le nombre d’onde k égal a4 0.5 m~* ce qui, lorsque I’on a 480 degrés de
_— . . A o
liberté, correspond a un type de maillage en 10 L’onde incidente est une onde plane (cf Annexe (A)).

Dans le cas de la sphére, nous voyons clairement que la solution obtenue converge vers la solution

de référence.
Comparaison sur les SER

Nous nous proposons de comparer la surface équivalente radar dans le cas du cube d’arfe 1 m.
Sachant que les courbes de la figure (5.3) se superposent, nous constatons que les deux formulations
conduisent a la méme S.E.R. y compris sur des géomeétries plus complexes que celle de la sphére.
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Nombre de d.d.l. || Taille du maillage | Erreur relative (Norme L)
480 A/10 4.6%
1080 A/15 1.9%
1920 A/20 1.1%
3000 A/25 0.8%
4320 A/30 0.56%
5880 A/35 0.29%

TAB. 5.3 — Erreur relative en fonction du pas de discrétisation

8 T

oL [— Bendai B
Bachelot, Gay, Lange

/
at /

~12 | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Variation angulaire

FIG. 5.3 — Comparaison des S.E.R. dans le cas du cube

Montée en fréquence

Afin de s’approcher des fréquences radars, nous avons augmenté le nombre d’onde (k). En effet, ces
deux grandeurs sont liées par la relation suivante :

avec c la célérité.
Nous avons choisi comme géométrie une gellule. De plus, en choisissant k = 20, nous obtenons
approximativement une fréquence de 1 GHz. Il est important de noter que cet essai a été réalisé avec un

. A . . . .
maillage en — pour étre conforme avec les maillages industriels.
Nous avons obtenu les S.E.R. suivantes :

Comme nous pouvons le voir, les deux courbes se superposent a nouveau.

5.3 Performances de la formulation BGL

Au vu des résultats précédents, nous pouvons considérer que notre formulation donne des résultats
cohérents. En effet, ces derniers ont été a la fois comparés avec une solution analytique et avec une
solution de référence. Il est toutefois intéressant de juger de la performance de cette formulation par
rapport a la formulation de Bendali en terme de précision.
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-10
/
-15F Bachelot, Gay et Lange / |

20k / B 4

L L L L L
20 40 60 80 100 120 140 160 180
Variation angulaire

Fi1G. 5.4 — Comparaison des S.E.R. a haute fréquence dans le cas de la gellule

Sans raffinement || Avec raffinement
Al15 A100

Erreur relative 1.8% 0.6%

TAB. 5.4 — Erreur relative entre les deux formulations dans le cas de la sphére

5.3.1 Méthode de raffinement de maillage
Explication de la méthode utilisée

On extrait pour chaque géométrie une solution de référence par la méthode de raffinement. Cette
solution sera obtenue lorsque I’erreur relative d’une formulation a I’autre sera de I’ordre de quelques

dixiemes de pourcent. Ensuite, on remontera a un maillage industriel en — et on mettra en évidence la
formulation donnant le meilleur résultat pour chaque géométrie (cf chapitre 4).

Cas de la sphére

Nous avons tout d’abord testé notre formulation sur la sphére. Le maillage raffiné correspond a un
. A . A o A

maillage en 100 alors que le maillage initial n’était qu’en —.
Le tableau suivant met en évidence I’existence d’une solution dite de référence :

\oici, le tableau des écarts par rapport a la solution dite de référence :
Il apparait que la formulation plus précise pour ce cas-ci est la formulation BGL. Néanmoins, afin

de ne pas conclure trop rapidement, nous allons recommencer cette opération dans le cas de géométries
plus complexes.

Cas de géométries plus complexes

Nous obtenons le tableau suivant :
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| | Formulation de Bendali || Formulation (BGL) |

Erreur relative 2.1% 0.9%

TAB. 5.5 — Erreur relative par rapport a une solution de référence dans le cas de la sphére

| | Géométrie | Formulation de Bendali || Formulation BGL ||

cube 5.0% 5.0%
Erreur relative cylindre 5.9% 5.8%
gellule 2.1% 2.0%

TAB. 5.6 — Erreur relative par rapport a une solution de référence dans le cas de géométries moins
regulieres

Conclusion

Au vu des résultats précedents, nous ne pouvons pas savoir quelle est la formulation la plus précise.

Afin de résoudre ce probléme, il est apparu judicieux de procéder a de nouvelles vérifications nu-
mériques. En effet, on pourrait placer a I’intérieur de la géométrie un dipdle. De cette facon, on pourrait
connaitre le champ en surface exactement, déduire les courants et comparer de maniére rigoureuse les
deux formulations par rapport & une formulation de référence.

5.3.2 ldée du dipdle
Le cadre du probléme

Le champ électromagnétique issu du dip0le est trés irrégulier au voisinage de ce dernier. Pour
contourner ce probléme, nous devons considéré un cylindre dont les dimensions sont de I’ordre de la
longueur d’onde.

Parallelement & ce probléme, nous voulons savoir si les courants obtenus au moyen de la formulation
BGL sont proches des courants analytiques. En vue de résoudre ce probléme, nous devons utiliser un

. A ) . N .
maillage en 20 pour espérer avoir une bonne approximation de la solution exacte.

Du fait de ces deux contraintes, le nombre de degrés de liberté va croitre trés rapidement ce qui nous
a obligé a paralléliser ce code.

Précision de la formulation BGL

Nous avons utilisé le maillage d’un cylindre de hauteur 2 m et de rayon 1 m. Le nombre d’onde est
de 2 m~* ce qui correspond approximativement & une longueur d’onde de 3 m. On remarque donc que
les dimensions du cylindre sont de I’ordre de la longueur d’onde.

Nous avons obtenu les résultats suivants :

Le tableau (5.7) indique que, dans le cas test du dip0le, la solution obtenu par la formulation BGL
converge vers la solution analytique lorsque le pas du maillage diminue & longueur d’onde constante.
On considere donc que la formulation BGL donne une solution exacte sur ce maillage a cette longueur
d’onde.

Conclusion

Pour conclure cette étude, nous devrions maintenant comparer ces résultats avec les résultats ob-
tenues grace a la formulation de Bendali. Néanmoins comme nous pouvons le voir en annexe (C), la
contrainte utilisée n’est plus nulle ce qui pose un réel probleme pour la discrétisation. Néanmoins au
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Nombre de d.d.l. || Taille du maillage | Erreur relative (Norme L)

468 A/5 1.6%
1230 A7 0.6%
1824 A/15 0.4%
5592 A/20 0.1%

TAB. 5.7 — Erreur relative en fonction du pas de discrétisation

vu des résultats obtenus, il semblerait que la formulation BGL donnent des résultats convainquant en
terme de courant. Ainsi, il semble que les erreurs constatées au cours de cette étude puisse venir de la
formulation de Bendali. En effet, cette formulation a I’avantage d’étre une formulation & un courant ce
qui peut avoir une influence négative en terme de précision et de consistance.

5.4 Un cas semi-industriel : I’avion

Nous finissons cet exposeé par le traitement d’un cas semi-industriel de I’avion.

Maintenant que nous avons parallélisé le code, nous pouvons travailler sur des maillages comportant
un nombre beaucoup plus important d’inconnues. Le maillage de I’avion se trouve en annexe (G).

Ce maillage comporte 9000 arétes. Notre formulation nous oblige a les dédoubler ce qui conduit a
inverser une matrice (18000,18000) pleine.

L’objectif des problémes de furtivité est de connaitre le champ électromagnétique diffracté par un
objet en zone lointaine. Nous allons éclairer cet avion par une onde plane et regarder la S.E.R. obtenue.
Nanmoins le maillage ne permettait pas de passer en haute fréquence.

— Bendali
Bachelot,Gay et Lande

— EFIE metallique
_30F 4

Il Il Il Il Il
20 40 60 80 100 120 140 160 180
Variation angulaire

F1G. 5.5 — Comparaison des S.E.R.

La courbe bleue correspond a la S.E.R. obtenue avec la E.F.1.E. dans le cas métallique.

La figure (5.4) montre clairement que I’introduction de cette condition d’impédance dans le code a
permis de corriger la S.E.R. lorsque I’obstacle métallique est recouvert d’une fine couche de diélectrique.

Nous obtenons la répartition du courant électrique a la surface de I’avion ci dessous.
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TAB. 5.8 — Répartition du courant électrique en surface de I’avion

5.5 Conclusion

Les résultats donnés par cette formulation sont satisfaisants en de nombreux points :
— La validation de notre formulation a été réalisée en comparant nos solutions avec des solutions

analytiques ou de référence sur maillage raffiné ou industriel (maillage en E) a haute ou basse

fréquence quelque soit la géométrie.

— La méthode par raffinement nous a permis de conclure a la consistance de la formulation BGL.

— La méthode par raffinement nous a permis de prouver que, dans le cas de la sphere, la formulation
BGL donne une meilleure approximation de la solution que la formulation de Bendali. Néan-
moins sur toutes les autres géomeétries, aucune conclusion ne peut étre tirée. Ainsi, la méthode de
convergence par raffinement ne s’avére pas satisfaisante.

— L’idée du dipble nous permet d’affirmer que la formulations BGL donne, dans cette configuration,
des résultats tout-a-fait cohérent. Néanmoins, pour réelement achevé cette étude nous aurions du
implémenter la formulation de Bendali sur le méme probléme.

Gréce a toutes ces informations, nous avons pu traiter le cas semi-industriel de I’avion.
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Conclusion

Nous avons résolu le probléme de diffraction d’une onde électromagnétique en régime harmonique
par un obstacle métallique recouvert d’une mince couche de diélectrique. Pour modéliser de tels types
de problémes, nous avons implémenté dans le code du CERFACS la formulation de Bachelot, Gay et
Lange. Des validations ont été réalisées. Le comportement a différentes fréquences de cette formulation
a été aussi étudie.

Nous avons pu tester les performances de cette formulation en la comparant a la formulation de
Bendali et al. Les résultats numériques sont satisfaisants. Nous avons obtenu des erreurs relativement
faibles entre les deux formulations. Cependant, nous n’avons pas pu déterminer quelle était la formulation
la plus précise. En effet, la méthode de raffinement susceptible de nous donner la formulation la plus
précise ne s’est pas avérée satisfaisante.

Dans I’optique de comparer au mieux ces deux formulations, un dipble a été positionné a I’intérieur
d’une géométrie. Cela permet de comparer les courants obtenus par la formulation BGL avec les courants
de surface calculés analytiquement. Cette méthode s’est avérée trés satisfaisante et de ce fait on pourrait
conclure que cette formulation donne de meilleurs résultats que la formulation de Bendali.

Maintenant que nous savons que la formulation BGL donne des solutions précises et grace aux
travaux présentés pour faire un calcul multipélaire, la perspective neturelle de ce stage est d’implémentée
de maniére astucieuse cette formulation dans le code multipdle du CERFACS ce qui devrait permettre de
traiter des cas a quelques millions de degrés de liberté.
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Annexe A

Les sources

A.l L’onde plane
L’onde incidente est une onde plane de formule générale :
EinC(X,t) _ (Eeee+E(pe(p)e_iM+kr'X
ou le vecteur d’onde est (-kr) avec
sin(8)cos(®) cos(0)cos(@) —sin(@)
r=| sin(@)sin(p) |eg= | cos(@)sin(p) |ep= | cos(y)
cos(0) —sin(0) 0

Le vecteur H'" est déduit de la facon suivante :

Hinc _ ir/\ Einc

Zo
A.2 Ledipble
Le champ du dip6le nous est donné par les formules suivantes :
Vx € R®— {Xo}
Eo(x) — ikZojlk—T; { (~1- % + @)uag) (1t % - @
Ho(x) = rot(la4;|_(dz)

AveCc R =x—Xp et R = [x —Xo|

ha |



Annexe B

L impedance equivalente

B.1 Impédance pour une onde plane a incidence normale diffractée par
un plan infini

Dans beaucoup de problémes de diffraction d’ondes électromagnétiques, on peut modéliser certains
phénomeénes complexes par une condition aux limites de type impédance de surface sur I :

E; = ikZgnnAH

que I’on simplifiera par :
Ei =ZoZsnAH

On montre qu’en mode TE, la condition d’impédance se traduit par la condition a la limite suivante :
Onu+ikZsu = 0 sur T (B.1.1)

En mode TE, E appartient au plan d’onde. Ce plan contient k et n ici (O,x,y). Ainsi on déduit que H

est orthogonal a ce plan :
0 Ny
H; 0

My
Et — ZOZSHZ ( —nx ) — ZOZSH2T
0

Ensuite, on utilise I’équation de Maxwell harmonique suivante :

D’ou :

iweE+rotH = 0 dans Qg
Et donc :
iweE. T+ (rotH).t = 0 sur T
Or:
et
E.t = Ei.1 car nt=0

En utilisant la condition d’impédance, nous obtenons la relation escomptée :



ANNEXE B. L’IMPEDANCE EQUIVALENTE

Nous allons introduire une méthode utilisée par les physiciens pour décrire, de facon approchée, les
effets d’une couche mince diélectrique recouvrant un conducteur parfait par une condition d’impédance
dite effective.

On va calculer Zs en supposant qu’on est dans la situation d’un plan parfaitement conducteur (x,y) € R%y = -8
avec,

Q = (xy)eR%y>0
Q1 = (xy)eR%-8<y<0

ou & est I’épaisseur de la couche mince. On suppose que I’onde incidente est une onde plane arrivant
a incidence normale sur I’obstacle : ‘ _
Inc —1
u"(x,y) =e ™

Pour tenir compte de la condition de radiation et de I’équation d’Helmholtz, on cherche I’onde totale
sous la forme d’une superposition d’ondes planes :

) = Ug,(xy)=e"WiReW  y>0
ui(X,y) = U, (X,y) =T W+Ree™) —3<y<0

U (x,y)

Tn

F1G. B.1 - Plan infini recouvert de diélectrique

Q1

ou R, Rg sont des coefficients de réflexion et T, un coefficient de transmission inconnus. On notera

par Z = \/g = 2 I’impédance du diélectrique.

D’apreés les relations de continuité aux interfaces, nous obtenons les relations entre les différents
coefficients :

1+R = T(1+Ro)
1-R = ZT(1—Ro)
elknd  _  Roeiknd

Il ne reste plus qu’a exprimer Zs en fonction de R. Par cette méthode nous voulons identifier les deux
modélisations a savoir le plan métallique recouvert d’une couche de diélectrique et le métal comportant
une condition d’impédance de surface. Pour cela, nous utilisons I’équation (B.1.1)

Oyl = —ikZugp en y=0
Oyup(y=0) = ik(R-1)
up(y=0) = R+1
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Ainsi :
_1-R
1+R

Il ne reste plus qu’a identifier les termes pour avoir une équivalence des schémas :

Zs

| Zs=—iztan(knd) | (B.1.2)

B.2 Passage a des géometries quelconques

On approche localement cette géomeétrie par un plan. Le probléme vient du fait que I’onde incidente
n’est plus a incidence normale. Ce probléme n’a pas été résolu mais cela revient a effectuer un dévelop-
pement limité et & négliger les termes d’ordre 2.

Ensuite, on remarque que la réalité des problémes physiques est en accord avec ce type de condition.



Annexe C

Obtention des difféerentes formulations

L’obtention de la formulation “triviale”, de la EFIE, de la MFIE et de la CFIE a été partiellement
décrite dans le rapport. La formulation de Bachelot, Gay et Lange (BGL) et celle de Bendali seront
détaillées dans le cas impédant ou I’onde incidente est une onde plane et dans le cas du dip6le.

C.1 Le principe des réactions de Rumsey
Le principe des réactions de Rumsey consiste a former de deux manieres différentes la quantité :
/F(E.Jt —H.MYdr
Premiére forme : Elle est obtenue grace a la méthode des équations intégrales :
/(Ediff‘\]t  HA MY dr =
Ar({J,M)},{(Jt, MY} +%/r((m M).J -+ (n A J).MY) d
avec :
A{I, M)} {5 MY = /r(iZo(TJ).Jt + (KM).J' —iZy H(TM).M! 4 (KJ).M" dI
or: E — Einc pdiff
{ H = Hincy Hdff
On fait de méme avec les champs incidents :

/F(E"‘C.Jt —H"™.MY dr = -V (34, M)
La réaction totale est donc :
/r(E.Jt —H.MYHYdl =A({J,M}, {3, M'}) + %/r(n AM).J + (nAJ).ME dl =V (34, MY)
Seconde forme : Nous avons aussi
/r(E.Jt —HMYT = /r(Et.Jt —(nAH).(nAMY) dI

Rappelons I’expression du champ électromagnétique en fonction des courants J et M :

E = nAM
H = —nAlJ
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D’ou :

/E.Jt = /n/\M.Jt
r r

/(n/\H).(n/\Mt) - /J/\(n/\Mt)
r r

et:
/(Et.Jt— (NAH).(nAMY dl = /(nAM).Jt —J.(nAMYdr
r r

Finalement, en couplant les deux équations, nous pouvons écrire :

V(3L MY = A({I, M}, {3t M) — %/r(n/\ M).Jt—J.(nAMYYdIr

Soit :

V(LMY = A({3, M}, {35, Mt)) — %/r(n/\ M).Jt + M. (n A J)dr (C.1.1)

C.2 Casimpédant

On se place dans le cas général d’une fonction n inversible.

C.2.1 Laformulation de Bachelot, Gay et Lange (BGL)

L’équation C.3.3 est vraie quelque soit la condition sur I". Pour obtenir la formulation BGL, nous
utiliserons la condition d’impédance de Léontovitch :

E; —ikZognhAH=0

Soit en terme de courants :
nNAM = ikZynd
1

naAd = -1

~ikZo
En remplagant dans C.3.3, on obtient la formulation de Bachelot :

V({‘Jtth}) = A({‘]aM}7{‘]t7Mt})

_ 3/ ikZond.Jt — —— - AM).(nAMY bdr (€2.2)
2 r IkZo

avec :
A{I, M}, {3t M) = /ionJ.Jt—i251TM.Mt+KJ.Mt+KM.Jtdr
r
V({J.M}) = —/Ei”C.Jt—Hi”C.MtdI'
r

ou i—rrl est I’opérateur d’admittance relative, inverse de I’impédance relative ikn.
Remarquons cependant que ces équations se simplifie dans le cas ou ) est une constante :

V({Jt>Mt}) = A({‘]aM}>{‘]t>Mt})
- %/r{ ikzonJ.Jt—ikzlonlvl.lvlt }dr

Afin de simplifier de nouveau ce systéme, on effectue un changement de variables :

J =1

~ M

M — r—
i1Zg
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Finalement, on obtient quasiment la méme formulation mais avec des expressions de A et V diffé-

rentes : - ~ o~ o~
V({Jt>Mt}) = A({‘]’M}7{‘]t>Mt})

1 . - 1 -~
— E/r{ ikZonJ.J ~ Zon M.M }dr

A({3, M), {3, M) = /Tj.Jt+TM.Mt+K3.Mt+KM.Jtdl'
r

avec .

7 t t Einc t inc pat
V ({3t,Mt}) = —/?.J—H Mtdr
rl£o

C.2.2 La formulation de Bendali

Comme pour la formulation BGL, nous reprenons I’équation C.3.3. Remarquons que pour I’instant,
nous n’avons pas utilisé la condition d’impédance. Cette condition liant E; et H est vue comme une
contrainte : on ne cherche plus a avoir E; — ikZon(n A H) = 0 en chaque point de I mais en moyenne.

/r(Et —ikZon(nAH)).J' =0

ou:
/(n AM —ikZonJ).J' =0
-

Soit ;
V(ILMY =A({I,M}, {J',M'}) — % /r(ikZor]J).Jt —J.(nAMYHYdr

On introduit un lagrangien :

1 1
L_EJ_En/\H

La formulation de Bendali s’exprime donc de la fagon suivante :

(AJ,M)(Jt,MY)) +%/r(n/\H).(n/\Mt—ikZor] dr =v (I3, M)

sous la contrainte /(n AM —ikZonJ).L'=0
r

C.3 Casdudipole
On se propose de résoudre le probleme suivant :

(E,H) = (Eo,Ho) dans Qe
(E,H) = (0,0) dans Qint

Le champ électromagnétique (Eo,Ho) est celui du dipole décrit dans I’annexe (A).
La trace des champs sur la surface de I’obstacle est donnée par :

. 1
Eaa(X) = iZo(TI(X))t + (KM(X)); + En(x) AM(X)
. 1
Hoa(x) = —(KI(X))+ |261(TM(X))t - En(x) A J(X)
On utilise le principe des reactions de Rumsey. Par analogie avec le cas impédant en posant :

Jo = nAHg sur T
Mg = —nAEp
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n(x)

Qext

FiG. C.1 - Schéma du probleme test du dipdle

on obtient :

A{I, M}, {I",M"}) = %/r(n AM).J'+ M (nAd)dl (C.3.3)

avec :

A{I M)} {3, MYH}) = /r(iZo(TJ).Jt + (KM).J' —iZy H(TM).M! 4 (KJ).M" dI

C.3.1 Laformulation BGL

Pour retrouver la formulation BGL, on définit une fonction Fo(x) de la maniére suivante :

| Fo(x) = Eq — ikZonHat| (C.3.9)

Pour simplifier I’étude, on considere n comme une constante différente de O et on traduit la relation
(C.3.4) en terme de courants :

nNAM = Fo + ikZgnJd
nAd nAFg M
ikZor] ikZor]

On réinjecte ces deux relations dans (C.3.3) pour obtenir :
V{ILMY) = A{IM}{J, M)
_ 5/{ ikZond.Jt —

2Jr

t
iKZor] M.M }dl’

avec .
Fo t nAFg

toaatly
V({3 M) = /rz.J i o

C.3.2 Laformulation de Bendali

Pour retrouver la formulation de Bendali, on impose la relation (C.3.4) sous sa forme faible c’est-a-
dire :

/ (Eot — ikZonHop) . Jt = / Fo(x).Jt (C.35)
r r
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ou en terme de courant :

/(nAl\/l—ikzonJ).Jt :/Fo(x).Jt
r r

Ensuite on réecrit la relation (C.3.3) selon :

A({I,M}, {3, M}) = %/r(n/\ M).Jt — J.(nAM?Y) dr

et on injecte la relation (C.3.5) et on obtient :

avec :

A({J,M}, {3, M'}) —%/r(n/\H)(n/\Mt—ikZoth)dF:V({Jt})

sous la contrainte /(n AM —ikZonJ).L' = / Fo.L!
r r

Fo

vy = [




Annexe D

Traitement des intégrales singulieres

En se servant de la thése de V. Lange(cf [6]), nous allons introduire les différents changements de
variables trouvés par J. Gay qui ont permis de calculer les intégrales utilisées dans ce code :

_ F(x.y) _
Ia_/K/L|X_y|qu'(x)dF(y) a=1 ou 2

avec K et L deux triangles du maillage.
Quiatre cas sont a considérer :

1. Ket L sont disjoints

2. Ket L sont confondus

3. Ket L ont une aréte en commun
4. KetL ontun sommet en commun

Dans le premier cas, il n’y a aucun probléme pour calculer ces intégrales puisque le dénominateur ne
s’annule jamais et par conséquent les intégrales ne sont pas singuliéres.

Dans cette annexe, nous traiterons uniquement le cas ou K et L sont confondus. Pour les deux autres
cas, nous renvoyons le lecteur a la thése de Virginie Lange.

Considérons tout d’abord le cas de 1. On découpe le triangle K=L en trois zones concourantes en X :

X1

zonel
X2 X3

FiG. D.1 - Modéle de raffinement de maillage

ou le point x est repéré par ses coordonnées barycentriques :

X = Xi+MAEx+A3E;
E, = Xo— X1
Es X3 — X1



ANNEXE D. TRAITEMENT DES INTEGRALES SINGULIERES

On effectue des changements de variables différents dans chacune des trois zones. L’intégrale sera
alors egale a la somme des trois intégrales calculées sur chaque zone.

Zone 1:y = (1—p1)x+ pu1((1—p2) Xz + p2X3)
Le jacobien de la transformation s’écrit Jo3 = p1A2|K| ou |K| désigne le double de la mesure du tri-
angle K

Zone 2:y = (1 — )X+ Ha((1 — p2) X3+ H2X1)
Avec Ji3 = |J;|_)\3‘K’

Zone 3:y = (1 — )X+ Ha((1 — p2) X1+ H2X2)
Avec Jip = |J;|_)\2‘K’

Avec ces changements de variables, les singularités ont disparu. En effet, prenons I’exemple de la
zone 1. La singularité a lieu lorsque x =y c’est a dire lorsque p1 = 0. Cependant i1, présent au numéra-
teur et au dénominateur, se simplifie en 6tant du méme coup la singularité.

Considérons I, : cette intégrale intervient dans le potentiel de double couche. Rappelons sa formule :
| o000 = [ [ (08052014}
J j i

Nous savons que [yG(x,y) est dans le plan tangent tout comme ¢;(y). Ainsi le produit vectoriel
de ces deux grandeurs est colinéaire a la normale. Sachant que (I)tj(x) est aussi dans le plan tangent,
I’intégrale est nulle et donc nous ne devons pas nous intéresser a lo.

En ce qui concerne le potentiel de simple couche, on enléve le gradient par une simple intégration
par partie.



Annexe E

La S.E.R.

La S.E.R représente le calcul du champ E a I’infini :
Rappelons I’équation intégrale relative au champ E

E = EM™ 1 ikZo(TJ) + (KM)
avec
1
T = [(@0yIN+ GO (Y)
(E.0.2)
KI = /r 0,G(x,y) AM(Y)
et
s eik|xfy| . q ]R?’
(x,y) = m ;pour x # ydans
En effectuant un développement a I’ordre 1 nous avons :
X=rU=|x—y|=r—-u.r(y)
d’ou : "
grady,G = Z—mike‘”‘r(y)'ué
et:
G - ﬁ —ikr(y).U
Ce qui en définitif donne :
H ikr
E - ";’“—HOET(P(U) — (P(U).U)U + ikQ(U) A U)
avec
PU) = [eR0Car) €02
r
et
QU) = [ LRy
r

ro est le rayon du point Xo
Si:
P(U)—(P(U).U)U=UA(P(U)AU)

Or:

A(U) = UA (P(U) AU — ikQ(U))



ANNEXEE. LAS.ER.

. . 1
Il vient, aux termes du second ordre prés en "
£ - 02 A )
C 4T

L atténuation en décibels par rapport & une direction de référence Ug ( généralement une direction ou
I’intensité du rayonnement est maximale).

AU)?
G(U,Uo) = 10|0910%




Annexe F

LLa méthode multipole (modele
mono-niveau)

F.1 Principe du modéle

La méthode multipdle permet de réaliser de maniére économique et rapide des produits matrice-

vecteur.
Soit un vecteur t tel que :

t_( i )1<i<n

Ce vecteur représente la fonction t(x) = 5 1<j<nti.9(x), et on cherche a calculer le produit 4.t dont
la j-iéme coordonnée s’écrit :

(10, = [ [ 6(ly—x)(t08;9) — pdivet(d o) dry) dr)  (FLY)

ou G(|y —x|) est la fonction de Green définie par :
eik|xfy|

G(jx—y|) = m

F.2 Simplification des termes matriciels

Avant toute chose, nous allons simplifier la forme des produits matrice-vecteur a calculer. Dans la
formule (F.1.1), le terme central peut se réécrire sous la forme :

t)(y) — klzlert( X)divrgj(y) = (Ox)(9))x(y)
(t)y(X)(¢ )y(Y)

X)(®5)(y)
dIVrt(X) divro;(y)

L’expression (F.2) apparait donc comme étant la somme de quatre termes de la forme :

[ [ 6x=y)f(oa) axay (F2.2)

ou les fonctions scalaires f et g sont respectivement les composantes X, Y, z et divergence des fonctions
tet ¢;. Il est donc équivalent de manipuler des termes de la forme (F.1.1) ou (F.2.2).



ANNEXE F. LA METHODE MULTIPOLE (MODELE MONO-NIVEAU)

F.3 Decomposition du noyau

On se donne quatre points x,y,M1,M2. On suppose que I’on est dans la configuration :

— X est proche de M;
— Yy est proche de M
— Mj est eloigné de M»

Le vecteur xy se décompose sous la forme :
Xy =XM1+ M1Mz + May

On souhaiterait en fait décomposer le noyau de Green G(|x —y|) de la méme maniere grace au
théoréme d’addition de Gegenbauer,. On a la décomposition suivante pour le noyau de Green :

G(x—y]) = elksXMITL | (s)elksMY s (F.3.3)

167'[2 L—+o00 JgecS
ou

Thim,(8) = i Z L(ZI +21)i'hit(k.[M1M2|)P (cos(s,M1M3)) (F3.4)

Tachons d’interpréter la formule (F.3.3). Elle comporte trois termes :
— le terme e'*$*M1 transporte I’information du point source x au point M.
- le terme T,\'Zle(s) assure le transfert de I’information entre M et M.
— le terme e'*SM2Y transporte I’information jusqu’au point y.

Afin de mieux comprendre I’intérét de la décomposition du noyau de Green, nous allons I’illustrer
sur les figures (F.1) et (F.2)

X1

FiG. F.1 - Traitement sans la méthode multip6le

Le nombre d’interactions a considérer dans ce cas est de 25.



ANNEXE F. LA METHODE MULTIPOLE (MODELE MONO-NIVEAU)

FiG. F.2 — Traitement avec la méthode multipble

En utilisant la méthode multipble, seulement 11 calculs doivent étre réalisés. Cette méthode est par
conséquent beaucoup plus performante.

On voit cependant apparaitre deux difficultés :

— d’une part I’intégrale sur S? dans (F.3.3) devra étre discrétisée,

— d’autre part le nombre de termes de la somme (F.3.4) va devoir étre fixé.

Remarque : La décomposition du noyau de Green ne s’applique que pour deux points “éloignés”.
Les interactions proches seront alors calculées comme avant. Pour définir de maniére opérationnelle
cette notion d’éloignement, on va procéder a un découpage du domaine.

F.4 Découpage en domaine

On va procéder au découpage de la surface I de I’objet traité en sous-domaines de taille homogeéne.

Pour cela, nous allons choisir une méthode a la fois simple et systématique. On concoit une grille
tridimensionnelle cubique de pas “a” englobant Q;,;. Chaque intersection non-vide d’un cube de la grille
et de la surface I" constitue un sous-domaine de notre découpage.

F.5 Le modéle hiérarchique

On peut alors construire un modeéle hiérarchique. Néanmoins, pour plus de détails, nous renverrons
le lecteur a la thése de Guillaume Sylvand ([9]).



Annexe G

Le maillage de I’avion

FiG. G.1 — Maillage d’un avion



Résume

Ce stage se positionne dans le cadre des problémes de diffraction d’ondes en régime harmonique.
Ces problémes sont rencontrés dans les applications de furtivité radar ou de rayonnement d’antenne par
exemple.

Une des techniques la plus utilisée dans le monde industriel est la technique des équations intégrales.
La condition a la limite posée sur I’obstacle intervient de maniére explicite dans ces méthodes. Le but
de ce stage est de traiter des conditions d’impédance comme la condition de Leontovitch. Cette derniére
modélise par exemple un obstacle parfaitement conducteur recouvert d’une fine couche de diélectrique
en reliant explicitement le champ électrique tangent au champ magnétique.

Il existe, au CERFACS, depuis déja de nombreuses années une méthode prenant en compte ces
conditions. J’ai entrepris d’introduire une autre formulation dans le code du CERFACS. En m’inspirant
des travaux de Bachelot, Gay et Lange, j’ai réalisé une étude théorique de cette formulation. J’ai proposé
aussi une méthode originale permettant d’introduire cette formulation dans un code multipdle. Enfin, une
implémentation numérique a été réalisée et des résultats numériques satisfaisants ont été obtenus. Pour
conclure ce stage, nous avons traité le cas semi-industriel de I’avion.



