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- Est-ce la physique que wous voule: apprendre 7

- Qu'est-co-qu 'elle chante catte physique ¥

- La physique est celle qui explique ks principes das choses
naturelles o los propriddds des corps ; qui discourt de la na-
ture des dédmants, dos métam, dos mindranx, des plerres, des
plames ot des animaux et nous enseigne ks e de touwes les
milt dores, l'arc-an-ciel, les fern wolants, les cométes, los doladm
le tonnerne, la foudre, la pluie, la neige, la gréle, los vemis et
les tourhdbons,

-y & trop de timamarre k-dedans, trop de hroufllamind.

Molidre, Le Bowrgeots Centthomme,

5i les conee pls présentés dans oo mémoire sont parfois difficiles a appréhender,
Jespére du moins pouvoir donner au lecteur un apergu du passionnant travail de
chercheur, de la fagon dont sont nées les nouvelles idées exposées icl et de la satis-
faction de les voir se conerétiser. Le domaine gqui nous intbérese est “P assimilation
de donndes™, dont le but est de définir avee une précision maximale U'état d'un
gystitne en usant de toubes les sources d'information disponibles. Pour cela, on
dizpose de mesures (ou “observations” ), dune connaisance des lols d'Ewlution
du systéme, de données sur les Eléments extérieurs agissant sur le systéme et
d'informations sur ses &tats passis fournis par les analyses prdoddentes.

Quand on souhaite déterminer Uétat o 'un systbéme physique comme Datimos-
phere ou oodéan, solt powr prévoir son evolution, seit pour Studier son compor be-
ment ef sa structure, on en fait une reprdsentation simplifide. I est impossible
de diécrive entifrement un systéme continn comme Patmosphéce et on se con-
tente done d'un pombre limité de variables @ les valeurs moyennes sur les mailles



Le coup d'envoi de cette thise fut donné par Philippe Courtier en 1996
lorsqu’il proposa au CERFACS! de développer un logielel de gestion de assimi-
lation de données. Lidée de départ Stait celle-oi @ dans la gramde diversité des
systimes pssimilant des données et le large &ventail des méthodes utilisées, on
peut discerner de grandes lges communes. En formalisant de fagon rigoureuse
oo points communs el en mettant en place une strocture eb un langage adaptis
A oes problémes, on peut largement simplifier la thehe des utilisabewrs. Clest
ainsi que naguit le projet PALM®, auguel ont participé Olivier Thual, Andrea
Placentinni, Anne Foulllows, Erle Grelner, Damien Déclat, Laurent Léger et
LT - LT LT

Le premier travail fut done de recenser, étudier, comprendre ef comparer
les mithodes existantes. I permit de démontrer la faisabilité et Uintérét do
loglelel PALM et fut pour nous Uoccasion de mettre en place un formalisme
graphigue capable de représenter la plupart des méthodes d’assimilation. La
premifre partie de ce mémoive décrira les algorithmes classiques o assimilation
suivant trois approches paralliles. La premiére, fondamentale, fait directement
appel aux distributions de probabilicés ;@ la seconde, plus classique, fait appel
i certaines simplifications et permet d'obtenir les formules usuelles rencontées
dang la litkérature | la troisidome est la représentation graphigue,

Comme nous le werrons ulbérienrement, toutes oo méthodes consistent &
caleuler un point optimal qui peut étre la solution dun systéme lindaire ou le
ninimun d’une fonetion de omit et parcfols, A déterminer la marge dineertitude

attour de oo point.

Une certaine catégorie de méthodes, les algorithmes duaus, attira partico-
li¢rement notre attention. Sans wouloir entrer prématurément dans le vil de
Vexposé, précisons que ces algorithimes fournissent le méme &atb opbimal que les
mitthodes standards, mais par une vole différente. Nous avons d’abord monteéd
gue lon peut facilement metbre en évidence sur un graphigue les transformations

'entm Eumpéen de Recherche et de Formation Avanede en Caleul Sclentifies.
*Projet d' Assimilation par Logicke] Multi-métlxodes.



permet, dans le cadre d'une architecture informatigue pacalléle, de répartic effi
cacement les caleuls sur les différents processeurs. Nous avons done expérimentd
cetbbe méthode sur un exemple simple, ainsi que deux méthodes classigues pour
pouvolr effectuer une comparaison. Entre temps, le logiciel PALM #tait dewnu
fonctionnel (enfin presque 1), et i permit de réaliser ce projet en un temps
raisonnable,

Et les sésultats tant atbendus arcivérent enfin | La nouvelle méthode permet
elfectiverment de diviser par deux la durée de Vassimilation de données grace
A une répartition plus efficace de la charge de caleul entre les processeurs, Le
quatritme chapitre décrira cette étude, les déwloppements spécifiques qui ont
L ndeessaires A Pélaboration de la nouvelle méthode of les résultats obbenus,
Nous conclurons en discutant des possibilités ouverbes par cette approche.






Palmes...! Alors

une mer plus enddule of hantde d'invisible diparts,

i agde comme un ciel av-dessus des vergems,

se gorgeait de frufts d'or, de polssons violkds o d'olseaux.
Sadre-Johr Perse, Hloges.

Ce chapitre est congu comine une introduction aus méthodes 4 assimilation
de donndes utilisées en mét@orologie ou en octanographie, Nous nous attacherons
essentiel lement aux méthodes dites “wariationnelles™, ¢est-A- dive celles quil oon-
slstent & minimiser (ou maximiser) uoe fonction objective pour obbenic un Stat
optimal et nous dirons quelgques mots des “filtres™ qui consistent A résoudre un
systirne lindaire,

Pour cela, nous décrirons systématigquement chagque méthode ef chacune de
0% varantes suiwant trois approches

(1} En utilisant directemsent le logarithme de la distdbution de probabilisds
(dal.p.) dans Pespace des phases (Uespace contenant Uensemble des fats
possibles du modéle).

(2} En supposant que les dodp. sont Gaussiennes, ce qui constitue une hy-
pothése tois clmsigue. Cette approche permet de retrouver les formules
usueles de Vassimilation de donndes.

(3) En représentant graphiquement les différents algorithimes, Cetbe approche
permet davolr une voe synthétique des opérations & elfectuer, de com
parer les diverses méthodes et de voir clairement I enchainement des taches
ains que celles qui peovent &tre faites simultané ment sur dews processeurs

différents,



mectes, les rdsuliais aussl, bien que déduits de irols ou quadre
ohservations, serajent strictement cxacts [dans la mesure ob
l'on suppose que le diplacement se fait en aecord parfait avec
les lobs de Kopler) ot done, & I'on wiilisait d'autres chserva-
thoms, elles serafent corflrmdes et nom corrigdes. Maks sachant
que mos mesura of ohservations ne sont que des approxima-
thoms de la rédalité, @ doit en aller de méme pour les caleuls of-
fectuls sur elles, or ke but uitime de tout calonl concernamt un
phénomime conerat doft dre de s'approcher ke plus prés pos-
sihle de la rdalitd. Mals cecd ne peut &re accompll @t remernt
que par e combinakon judiclkuse d'un plus grand nom-
re domarvations que celnd requis pour la ditermimation des
quanmtitds meonmes. Le probleme ne pent &tre correctemant
tradtd que bamsque I'om & ddja une commadssance apqr osdma tive
de l'orbite, qui doit alors étre corrigde de fagon & satisfaine los
ohservations de la manitre la plos prédse possihle.

Canss, frafection de Theria Mot Corporem Coclestéem,
. il

Il est établi gque 'océan ef Patmosphére &tant des systémes chaotigques, deus
situations quasi-identiques au départ peavent &woluer de fapon radicalement
difffrentes. Cela signifie que Uétat initial foumi s modiéles numétdgues joue
un role essentiel dans la qualité des peévisions. DVailleurs, Métdo-France oon-
sacre léguivalent de 50 jours de simulation & la détermination de Pétat actuel
de Patmophée (oette Stape est appelée “Canalyse™) | pour effectuer ensuite une
prédiction jusqu'™ 10 jours, L'#tat initial est généré en utilisant an mienx les
informations fournies par les mesures in-sitn et satellitales, celles contenues dans
la prévision précédente eb la connaissance des lois dé@wlotion de atmosphére
contenue dans les dguations du modele,



automatiques permettant dobtenic une *analyse objective™

Les bases théorigues de assimilation de donndes sont apparies progressive-
ettt au cours des demniéees décenndes. Llintreduction des méthodes variation-
pelles en métdorologle revient A Y Semaky (1955 et 1958) et celle du Glire de
Kalman (1960} & R.H. Jones (1965). Jawinsky (1970) mit ensuite en dvidence
Uéquivalence entre oes deux approches. La méme annde, Sasalky (1970} proposa
un formalisme desting & déerive les méthodes sarintionnelles.

En 1974, Marchuk proposa une application de Uadjoint en mébdorologle (Larti-
cle orignel, en russe, date de 1967} et Penenko (1976) utilisa pour la premiére
fois une méthode danalyse portant sur une fenétre temporelle (un 4D-Var) dans
un modile awe Squations primitives. Whaba et al. (1980} intégdvent les o
mutlations statistigques et varationnelles b monteérent gu'il Stait possible, wire
sotthaitable, diutiliser directement les donndes brutes plutdt gue des valeurs s
sues des observations et adaptées A la grille du moddéle,

Tout ce travail théorigue aboutit Gnalement & Pémergence des méthodes v
riationnelles dans les centres météorologigques. Le premier 3D-Var opérationnel
fut inaugurd an NMC? en 1991 (Parish and Derber 1992), suivi par VECMWEF?
en 1995 (Courtier 1998} et Matdo-France en 1997, La méme annde, L'ECMWEF
pas=a au 4D-YVar suivi par Météo-France en an 2000, L'éwlution des méthodes
d'msimilation ont permis dobtenie des améliorations substantielles des privi-
sions, Comme nous le wrrons plus loin, Pévolution n'est pas achevde, et cette
thime se focalise sur des méthodes rfoentes, plus performantes et plus cofiteuses,
qui sont probablement des méthodes & avenir.

Pour une large liste de réfrenos bibliographiques sur ces thimes, je wus
invite & vous reporter A Particle de Courtier eb al. (1997} qui a constitugé pour
ol une sourse indpuisable d'informations.

Progressivement, il s'est aviéed que sous une grande diversité de méthodes o
de notations se cachalent certaines similarivés, Cest pourquol Ide o al. (1997)

! National Meteorological Center [TTSA).
*European Center for Medium range Weatler Fomcasting [(Angleterre).



tion de données en utilisant les notations proposées par Lacticle de Ide et al, gue
nous approfondirons et fargirons quand cela sera néeesaire. Toutes les notations
utilisées dans oo mémoire sont reprises dans les tableanx de Pannexe A,

Le quatriéme paragraphe présentera le fovmalisme graphique qui est sans
doute 'une des grandes nouveautds de cette thise @ dans le cinguidme, nous
décrirons trols méthodes dassimilation géndérigues, puis dans le sixiéme pare
graphe, un grand nombre de wvariantes gue Uon peat en déeliner, Nous mon-
trerons enfin guelgues Gl tres lindaires avant de conclure ce chapitre en discutant
de Uintéret et des possibilités ouvertes par la représentation graphigue,

MNous allons maintenant faire un rapide panorama des mdéthodes d'assimilation
avant de nous focaliser plus précisément sur celles qui nous intéressent,

I1.2 Panorama des idées en assimilation de don-
nées

Liassimilation de données est pratiguement nde avec les premiers oodinatenrs of
les premiers modéles mumérigues. Dis gque Fon veat simuler un systéme physigue
aun moyen de un de oo modéles, on est lmddiatement confronté au délicat
probliome de insertion des donndes.

Ajustement Polynomial : La premiéee idée fut de représenter le champ do
modlile par des polyndmes et @ ajuster les coefficients de fapon A les rap-
procher des observations en résolvant un probléme aux molndees careés
comme on le [t depuis Gauss pour caleuler les orbites des pland tes, Mais
I'usapge des polyndmes permet d’ajouter une nouvelle contrainte sur la con-

blownitd ek le “lissage™ des champs physiques (Panollky 1949).



et le 3D0-Var, dont nows allons parler dans les chapl tres HLLi.'I.H.[LEH. xL’illEIu
consiste a chercher Iétat le plus veaisemblable i partic de la connaissance
des lois de probabilité respectives des observations et de ébauche de 'état
dont on dispose. De nombreuses wariantes de cette méthode ont ensuite &6
[OOEOSE S,

4D-Var : Cette méthode, qui tend & devenir la norme dans Les centre métdono-
logigues opérationnels, consiste A rechercher non plus état le plus vraisem-
blable, mais la trajectoive la plus vraisemblable sur une fenéire de temps
donndée et permet done d'exploiter notre conpaissance de Uévolution du
systérne cormme une nouvelle source diinformation (Penenko et al. 1976,
Lewis 1985, Lorene 1986 ou Talagrand et Courtier 1987).

3D et 4D-PSAS® : Proposées par Bennett (1992) et Amodé (1995), ces mé-
thosdes permettent d'obtenir le méme atat optimal que les prdéoddentes mais
par une voie différente, Elle permettent en particulier d ‘avoir pour espace
doptimisation le dual des obzerwations et done de dimimeer notable ment
la taille du probléme. Pour le moment, elles commencent A peine & ébre
ntilisfes (cette thise propose la deuxifime mise en cuvre du 4D-PSAS)
mnais elles sont considécrdées comme des mthodes d svenir.

3D et 4D-Selle : Ce sont les méthodes proposées dans cette thise. Cormme
pour les méthodes dites “PSAS ou *Duoales™, olles proposent une nouvel le
Fagon de trouver le méme Stat optimal que celul des méthode précidentes,
et gindralisent les concepts exdstants. Leur avantage réside dans une meil-
leure répartition de la charge de caleul entre les processeurs. Le nom *selle”
vient du fait que le point recherché est la solution d'un probléme de point
selle,

Multi-incrémental : L'approche multi-inerémentale, en train  'étoe mise en
place & Métdo-France, consiste i rechercher d'abord un ébat optimal sim-
plifié (sur une grille plus lide ou une troncature plus aible) puis rafiner

IPhysical-space Statistical Analysis System




e

Filtre de Kalman : Proposés par Kalman (1960) ces Glires consistent i recher-
cher la combinaison linéaire optimale entre ébauche b les observations
gqui donnera la varlance dlerreur la plus fible (o, oo qul est fquivalent,
la moyenne de loi de probabilité o pederdord). Cest le “Best Linear Un-
bisnsed Estimator” ou B LUE I a é&é démonted gqua chague méthode
vardationnelle correspond un Altre lndaive dans Uhypothése ou les dadp.
sont Gaussiennes et le moddle et Vopérateur d observation sont linéaires,
Alors que les méthodes variationnelles ne fournissent guune estimation de
I'état optimal, les fltres peuvent fournie une estimation de la loi de prob-
abilité de analyse. On peut done suivee Uévolution compléte de la lol de
probabilité du systéme el conserver toute Uinformation pertinente d’une
analyse sur la sulvante. Cependant, il est ndoessaive diinbégrer le modile
lindaire tangent b Padjoint autant de fois quiil y a de degeds de libernd
dans le modéle, Lo codt du Glire de Kalman peot done rapidement devenir
protuibi tif,

Lissage de Kalman : 1l st au fltre de Kalman ce que le 4D-Var est an 30-
Var, cest-d-dive quiil recherche la trajectoive optimale sur une fenélre bem
potelle comme une combinaizon lineaive entre les observations et Uébaudie
de la trajectoire. Le lissage de Kalman permet de prendre en compte
Uinformation dynamique contenue dans les Squations du modile (gquand
ce dernler est lindaive).

Interpolation optimale : L'une des variantes du flire de Kalman parmi les
plus utilisdes en métdorologie of en ocfanographie est Uinterpolation opti-
male (Gandin 1963, Rutherford 1972}, La matrice de covarlance de Uervenr
de ébauche est considénée comme le produit d'une matrice diagonale
de variance et d’une matrice prescrivant des corrélations locales, On fait
évoluer les varianess dans le temps sans modifier les matrices de corrélation.

Filtre SEEK : Une seconde méthode consiste i ne 8’ intéresser qu'a la restric-
tion de la matrice de covariance d'erveur de Uétat analysé aux premisoes



la précédente mais assez Eloignée dans son principe, consiste & représenter
la loi de probabilité par un nuage de points et & tecentrer oo nuage de
polnts grace aux observatlons en utilisant une formule analogue an Gliee
de Kalman en chaque point. A aucun moment on o utilise de matrice de
covarianee de Perreur de ébauche. Ensuite, le nouvean nuage de point,
qui représente maintenant la distribution de probabilité de état analysé
o5k propagé dans le temps grace an modéle,

Filtre adaptatif : On connait teés mal les matrices de covariance derreur,
Hoang (19904} a done propost un fltre qui recherche directement la gain
optimal sans déterminer les matrioess de covariances derreurs.

Filtre de Kalman adaptatif : On peut aussl améliorer notre connaissance
des matrices de covardanee derreur. Dee (1995) a done propost de re-
chercher non seulement Uétat optimal, mais aussi certains paramétoes de
e matrices an cours de Passimilation de données. Cette méthode, bien
que coltbeuse, afW mise en pratigue par L Blanchet [ 1997).

3D-Var Adaptatif : Il est tout A fait envisageable, au cours du processus
dassimilation de données, dioptimiser d autres variables gue 'état du mo-
dile. On peut optimiser des paramétees des matrioes de covariances, des
forgages, des paramétres du modéle ete.. Cest ce que propose la famille
des met hodes adaptatives.

Méthode densemble : Cette méthode, qui est sans doute la plus natuvells
des méthodes & assimilation, consiste & prendre un nuage de points repré-
sentatifs, appliguer le modéle & chacun Qe puls, an moment U analyse,
pondérer chacun d'eux par la probabilité gue les observations correspon-
dent bien & oot état. On peut alors en tiver une nouvelle loi de probabilig,
[aive un nowvean tieage ete,.. Méme sl elle semble asses pen utilisable, cette
méthode a un grand intéeét thdorigue.
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Dians la suite de cet exposé, nous nous inbéresserons wonigue men s aus o hodes

variationnelles et aux fltres, en excluant les méthodes adaptatives et les méthodes
d’ensemble,

I1.3 Deéfinitions et notions fondamentales

Une cause tnés petite qui nous dehappe ddtermine un effa con-
silémable que nous ne pouvons fEs ne pes volr, o alrs nous
disons que cat effet est dO an hasard.

Herrt Poircard, Calewl dev probabificds, rorz

I1.3.1 Représentation du phénomeéne &tudié

Comme il est impossible d appréhender le phénoméne &tudié dans tous ses détails,
on en établit une représentation “discrite™ en temps el en espace, of qui signife
gquion n'utilise quiun nombee Hmitdé (V) de réels pour repr&enter le systémse
el ce, sur une série limitde d'instants, L'mssimilation de données ne s’intéresse
quaux instants o0 'on a aceés & des mesures ef dans toute la suite, ces instants



Probix = x')

la densité de probabilité qu’a x & éee I8tat veal, Cette notation, méme si elle
e correspond pes A celle utilisée en théoeie des probabilités, est bes couramment
employde ef a "avantage d"étre simple of assex intuitive,

Liespérance mathdmatigque de cette lol, appelée Uébauche (ou background)
est notée 3 et nous définirons la fonction de log-probubilité P par

Pléx) = — In[Prob(s® + dx = x*)]. (11.3.1)

Tout au long de ce chapitee, les dquations seront transcerites dans le cas
particulier des distributions de probabilités Gausslennes de fagon A mettre en
évidence le lien entre les équations générales fournies par la théorie des probabi-
Lités et les équations plus simples et plus wiilisées gue oo peut sencontrer dans
la lttérature. Ces dquations seront systématiquement signaldes par wie baree
vierticale comume oi-dessous,

Si la distribution de probabilité de x* est Gaussienne
Pldx) = J{dx)TP{dx),
ot P oest la matrice de covariance de Perreur o ‘Ehauche,

e P=FE [I::MLt x)(x! 16'}1'].

I1I.3.2 Modegle

Le moddile st un progeamme nformatigue gqui simuole Pévolution temporelle
d'un systéme physigque & partic d'un étab initial. I contient la connaissance gue
nous avons sur Févolution du systéme. I sagit non seulement des &quations
d'fvolution, mais aussl des dguilibees dont 1 tend A se rapprocher (o atiracteurs,
dans le jargon de la théorde du chaos), Par exemple, les modéles atmosphérigues
doivent rendre compte des dquilibres hydrostatique, géostrophigque et radiatif,



Problxy = xix; = x).

oit le symbole #" signifie *sachant que™. Nous définirons alors le modile
M_,I,'* comme espérance mathématigue de cetite Lod :

My () = B(x]; = x). (13:2)

Il st clalr que Phypothése du “modéle pafait™ peut #iee nter prétée comime
un cas particulier de celui-ci, o la disteibution de probabilitd condition-
nelle serait un Dirac,

Dans le cas du modile imparfait, Uécart par rapport & M (2) est appelée
*Perreur du modéle” o nobde gy, Nous sommes oblighs de [airve Uhypothiése
forte que la fonction de 1y et x -

Prob[M (x;) + 1y = 1:|:rr., = x]
est Indépendante de 2, oo qui signifie que Verreur faite par le modéle est

statistiquement la méme quel que soit le point considéns®,
Nous pouvons alors définir la fonction de log-probabilité :

Q) = ~ In{ ProblMyy(x;) + 1y = e, = 1]}, (11.3.3)

qui sera done indépendante de xg.

A Le modile décrit 16 et “non blals®™ par délinition, ce qul slgnifie qu'l ne fait pas d'erreur
gystdmatigue. 51 kb modtle dont on dispose est hlakd, 11 convient de lul appligeer ume corpection
systdmatigue.

SCgtte hypotldse et ralsonnable dars la mesure ou on eonsail assee mal les statistioues
du modidde et eneore plis mal lewrs varlations en lonction de x;. Plus tard mous calenlerons
le gradient de @ et wne dépendance en x; entraiperail 'apparition de nouweaux termes gul
oom pligueralent grandement les caleulk.



kE EArpemAI R RELE A EemASEAn KL GEL ELARLES Ler TELE AR MM LEAT A EEL. RELE MAaRpAE b mes
mesnres sont rassemblées sous Lo foome d'un :‘vujln:u.r dobserwmtion” ¥f de taille
Ny, appartenant A Uespace des observations §7.

Ces observations sont sujebbes i des erreurs de mesure, mais aussi A des effets
trop locanx ou trop brels pour étre représentd sur la base diseréte do modéle,
Nous suppoeerons connu le lien entre les valeurs mesurdes e la représentation
dizscrdte fournie par le modile @ sl Von connailt x, on dolt pouvolr déceive ce que
lon s'attend & mesurer sous la forme d' une lod de probabilité

Probly; = y{|x; = x{}.

Mais si cette probabilité éuail fgale & Probly; = ¥7), cela signifierait que
le falt de connaitre x! n'anralt absolument pas modifié ce que Voo 8'atbendait
A obmerver. Dans oo cas, les obserwtions n'apporteralent ancune connai=sanoe

supplémentaive sur x}.

La fonection qui nous intérese est done

P‘r-ubl:y, = Yflli = I:t}
Probly; = ¥7) '

Cette fonction est le tapport entre la probabilité de faire une certaine mesure,
sachant que 'état vral est 1: el la probabilité moyenne de falre cette méme
mesire. Elle est de nature “intensive”, oo qui signifie que Pon atbache une valenr
i chaque point de &), alors que les dadop. sont de nature “extensive”, oo qui
signifie gque Von abtache une valeur de probabilité & chague volume dans 87,

Mous devons faire Uhypothiése que cette fonetion peut s'éerire de la fagon
suivante :

Prob(y, = y{|x; = x}}
FProbly; = ¥7)

Rylys — H(x,)] = m[ (11.3.4)



Si cette fonction est Gaussienne :

Rilfy) = %':63":} By
oit By est appelée (A tort) la matrice de covarlance de Verrenr d'observation.
11 ne s'agit pas veaiment d'une matrice de covardance car nous avons aflfaire

A un rapport de dodopo et non pas A une dadp.

II.3.4 Opérateurs linéarisés

Lim applications Hy et My sont supposées #lre conbinues et differentinbles et
nous utiliserons leurs opérateurs différentiels et leurs ransposés (oo adjoints).
Sl la linéarisation est elfectudée an volsinage du point de réffrence xy, Vopérateur
différentiel (ou linéaire tangent) de My est notdé
E — K
Miuii * gy s bix,

Son transpost (ou adjoint) v du dual de Vespace &, appelé 8¢ dans #*
La varlable duale de dg et notée dx.
= b
ME
badd S y .

De la méme fagon, Vopérateur lUndaive tangent de By est nobé
He o & po A
Ped by
Et son adjoint :
¥ 04 y B
H.ll;r’ T byt b ol
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sirmulation de prévision et oo eéibdre le méme procéddé un peu plus tard (voir

Ggure 112},

2D-Var - Temps
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Figure I1.2 : Fonctionnement d'un 30-Var.

Nous supposerons connues la distribution de probabilité o prieri [cest-a-
dire avant de connaitre les observations) de Uébanche [Probsxg = x1)], la distri-
bution conditionnelle des observations [Prob(y; = ¥7|x = x}}] / [Prol{y; = ¥
ainsi que la valeur des obserwations elles-mémes @ y]. Le théaedme de Bayes in-
digue que la distribution de probabilité o pesterior (cest-A-dire apels avolr pris
connaissance des uhﬂ:rmLiLuui}: f’ru!iI:x, - xﬂy, - yf} viorife :

Prob(y; = y{)Prob{x; = x{|yi = ¥{} = Prob{x = x}}Probly; = y{|x = x{).

(I1.3.6)
Définissons done la fonction de log-probabilité & posleriord Jix)
J(x) = = In [Probix = x|y = ¥9)] . (11.3.7)

Les méthodes d'assimilation de donmdes ne portant gue sur un lnstant préce sont dites
“aag e ntielles™.



ple cholsie la mownne de la distribution de probabilité (appelée “estlmateunr
du minimum de wariance” car c'est le point pour leguel la waciaoce de Uecceur
est minimale). Pour instant, nous nous contenterons du maximum de vardance
il est Pestimateur utilisé par les méthodes dassimilation varationnelles. Mous
reviendrons sur ces problemes losgue nous parlerons des Gltres en section L7

Le minimum de cette fonction de coiit JJ peut étre calould itérativernent,
Certalnes méthodes doptimisation utilisent Lla valeur du gradient (la pente) pour
arriver plus rapidement A Poptimum :

sin
VJ(x) = VP(x, - x) - HE, | VR ~ Hi(x)]. (11.3.9)

O volt apparaitee adjoint de Vopératenr o observation dans la focmule do
gradient. En effet, le gradient d’une expresion de la forme R[H (%)) ol B est
une fonction, st égal & H]Et?R[HI:JL}]. Celle formule est une ginéralisation de
celle bien connue : (fog)f = [ 2 g).

MNous supposerons dans toute la suite de ce mémoire que la fonction de coiit
Jixg) niadmet guiun seul extremum qui est la solution recherchée, Iol, le terme
“forctlon de colit™, arlginaive des théorkes dconomiques, est plelnement justifé
car on recherche effectivement un minimum comme lorsgque Fon cherche & mi-
mimiser des dépenses. Mais nous verrons plus loin que Voo peut étee confrontd
A dantres types dloptimisations et nouws utiliserons de prélérence le terme de
“fonetlon objectiw”.

L*état le plus probable, correspondant au minimum de la fonetion objective

sera notd x® (% pour analysd).

Dans le cas Gaussien

) = Fe = 1P e )+ FIvE - e )R] - B,

V() = P - x) — HE, R [y8 — B
Ces formules, extrémerment classioues, sont celles du 3D-Var,
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Kooprmar, citd par J. Hadomord dors Esead ser [a pepehofogie
de ["ievertion on mothdmatigees.

Le ooeur des méthodes variationnelles consiste A caleuler Pesctremum o une
fonetion objective par &apes suceessives, On cormmence par caleuler la valeur de
la fonction et de son gradient (sa pente) enun poiot, puis on se déplace un peu
vers Uoptimurm et on réitere le procedd. Nous avons mis au point e comvention
graphique permettant de déerive les différentes ftapes du calenl du gradient.
MNous comimencerons par expliquer la signification des différents Séments de ces
graphicues,

II.4.1 Conventions graphiques

(1} Chague espace est représentd par un cercle contenant le nom de la var-
able considdérde (x, ¥ ete. ). Ces espaces sont dessings par paires aligndes
verticalement : le cercle du haut représente espace primal et celui du bas
son dual (voir Ggure I11.3).

() B Q)
E.: @ il @

Figure IT3 : x, x°, ¥ ol ¥" o les palres de varlables duales sont aligndes verticalement.
Le gradient d une fonction dans un espace vectorlel appartient au dual de
cet espace (le dual dun espace vectoriel est Pensemble des formes lindaives
sur Ceb espace).



recherch, Dlans oo memmoire, nous Uappellerons “espace doplimisation” ek
nous donnerons un sens diffiéerent au terme “espace de contile™?.

3} Le gradient de la fonetion objective apparctient au dual de Vespace précddent.,
5L dn
Cho distinguera cet espace dual par un cerele gras polntillé (vole Gguee 1L5).

©

Filgure IL5 : Dual de 'epace de la fonction objective.

(4) Les opérateurs entre espaces primaux commme M ou H sonb veprisentds
par des Diches (volr Ggure ILG). B le point () représente la variable sur
laguelle on opére (o x).

1]

Figure IL.6 ¢ Application entre desx espaces primam.

(5) Les adjoints de ces opératenrs, qui opérent naturellement entre les espaces
duaux correspondants sont représentés par des Qbches pointillées (voir g

ure 11.7).
®' HI- @

Figure IL.T : Opdratewr enire deux espaces duaic.

(6) Une double Béche wrticale représente Uopérateur qul assocle A un point le
gradient d'une fonction en ce point (en géndral, il sagit d'une fonetion de
log-probabilit). Cet opfrateur va d'un espace dans son dual. Dans le cas
Caussien, ceb opérateur correspond au produit par UVinverse de la matrice
de oovarance derreur (volr Ggure ILE).

Le terme “d'epace de contrile” et meerd 4 ensemble des varlables qul permettent de
recomstiteer I'dtat du moddle on sa trajeciolre @ élat Initlal, lorgages, erreurs du modile.



formée de Legendre® de la fonction de log-probabilité, ou le produit par
la matrice de covariance d'errenr) est aussi notde par une double Qiche en
sens inverse (voir fgure IL%). La transformiée de Legendre d une fonction
est indiguée par une dtolle, par exemple ®Y. Son usage sera explicitd en
section 11113 et en annese B,

Ou, dans b= @
a

oas Gaussien :

TRy R{ -)+y®

®

Flgure I1.9 : Inverses des gradients des Tonetlons de log-probabilitd.

(B) La convergence de deus Qbches dlopfrateurs sur un mime espace digue
qull faut effectuer la sommation des applications [volr Bguee 11 10).

Figure IT.10 : Somme de H’;y' et Plx,

En annexe D, nous wrrons que Vefficacité de la représentation graphique

#Nous parlons kel des trasformations de Legendre appliquées 4 des fonctions comvexes el
mon de la dédeompesition en harmonlypes sphdirkgpes couramment uilllsde en métdorolsgle o
portant elle aussl le mom de Legendre. On galt que application qud & un point assocke le
gradient d'une lonetion convexe T en ce polnt st hijective b gque sa péel prog e est le gradient
de la tramlormde de Legendre R de R, L'application motde par une douhle Bche vers le has
st done la réelpmogue de celle motdée par une douhle Bcle vers e haot.



Le graphigque qui suit représente le caleul du gradient de la fonetion objective
(wolr Uéquation 1139 et la Ggure ILLL). Certains Sléments utilisé lors du calenl
du gradient peuvent étre ré-ubilisss lors du caleul de la fonction objective

J(x) = Px - x*) + R[y® — H(x)]. (I1.4.1)

Par exemple, les valeurs de (x = x®) et [y* — H(x)] sont déja déterminées lors
du calenl du gradient et il ne reste qua lewr appliquer les fonctions P et R pour
déterminer la valeur de la fonction objective au point ftudié

| Dans le cas Gaussien, x — 3%, ¥ — ¥, P~ 1{x — ) et R (y® — ¥) sont
déjh connus et il ne reste done que deux produits scalaives A falre pour
obtenir la waleur de la fonction objective

| Jix) = 3x - xR (x — x) 4 3y - y)TR (Y - )

Figure IT.11 : Caleul du gmdient de la fonetlon ob jective d'un algorithme 30-Var.
Le gradient est obtem par la composition et la sommation des différents opdrateurs
reprisentds par des Hiches convergeant sur x*.

Le graphigque reprend exactement Péguation 1139, La brandhe de gauche du
schéma représente le gradient du terme de distance i l'ébauche (J*) et la branche
gui couvre le haot, la droite ot le bas do schéma représente le gradient du terme
de distance auwx observations ().



Les méthodes d'assimilation wariationnelles peuvent étre décompostes en
trods pheses

Phase 1 : Elle consiste i choisir le point de départ de Voptimisation. Cetbe
Etape peut Bire cruciale sl la fonetion objective admet plusieurs minima
Loveane,

Phase 2 : 1l s'agit de résoudre le probléme 4 optimisation lni-méme. Nous nous
focaliserons particulitrement sur oe point dans la suite de ce mémoire,

Phase 3 : On doit ensuite caleuler Uétal analysé & partic de Voptimumn de la
fonetion objective.

MNous allons détailler deus méthodes o ‘assimilation qui viendront s°a jouter au
dD-Var, exhibd dans la section précédente. Ensuite, nous montrerons un cerbain
nombire de varantes découlant de ces trois méthodes générigues,

I1.5.1 4D-Var avec modéle parfait

IVautres desceriptions du 40-Var avec modétle parfailt pourront étre trouvées dans

les articles de Lewis [1985), Lovenc (1986) ou Talagrand et Courtler (1987).

Lialgorithme du 4D-Var consiste & minimiser la distance entre les observa-
tons et la trajectoire du modéle sur une fendire temporelle. Les mesures sont
faites sur une sfrie dinstants indicés par 0, Ioi, le modéle est considérd
comime parfait, ce qui signifie que la connaissance de état initial est suffisante
pour décrire toute Uéwlution du systéme pendant la période de temps con-
sidérde, La varable d'optimisation sera done tout simplement 3 e on va la
mmdelifer de fagon & oo que la trajectolve passe le plus prés possible de Pensemble
des obserwations de la fendtre temnporelle (voir fgure 1112},



Phase 1 : Le point de départ de la minimisation est natucellement 1:;.

Phase 2 : La fonction objective est

Je

gt - e .
T(x0) = Plxg — xb}+ 3 Ruly§ — By o Myolxo)]. (15.1)

Le minimum de J est Uétat le plus veaisemblable une fols prise en compte
I'information contenwe dans I'ébauche ot dans les observations, Le premier
terme (J*) exprime la distance i I'ébauche et le second (J9) exprime la
distanee awe observations awe différents instants,
Le gradient de J est

adjoint de Ho AL 5

VI (xa) = VP (xa-3) - Y- M GHE | VRfy? HioMig(xo)]. (1152)

imid

Notons que M; o peut &re v comime la compiede de @ oplrateurs :
Mg = [Tjq Myy-1.
Dians le cas Gaussien

J(xg) = Fixg — 2P (30 — x3)
| %E.L u[!l":. Hi o M[:,IJ}(I':I}]T]L ][3":. H; ¢ M[:,u‘,-(:"’-u}]:

V() = P ¥ (3~ xg)
2 UML;FHE,:E ][Fﬂ Hio “"IJ.IJ':II:I}]-

Le schéia représentant le caleul du gradient est en Ogure 1113



Figure IL 13 : Calcul du gradient d'un 4D-Var, dams 'hypothise du “modéle parfait™.

O peut volr sur oe graphigue le premier membre du gradient qui part
directement de xq vers x5, Un y voll anssi Uintégration du modile gqui part
de x5 en direction de x;, 2 ete.. Les opérateurs d'obserwations partent &
lewr tour de la trajectoire du modide,

Phase 3 : Le minimun de la fonction objective est &gal & U'état optimal an
ternps 0 I suffit ensuite de reconstlbuer la trajectoire partant de et Sat.

I11.5.2 4D-Var avec modéle imparfait

U considére maintenant que le modile n'est plus pafait ef on veul prendre
en compte ses erveurs, Elles peuvent provenie des approcimations faites dans les
dquations d'éwolution du systéme, ou du it quion Sat diseretisé est susoepti-
ble de représenter une nfinité d'Eals réels qui dvolueraient de fagon différente,
provocant wne dispersion de la lol de probabilité. On antorise done de petits
ajustements dans évolution de e trajectoire du modile,

L'analyse va tenter de minimiser simultanément la distance A '&banche, la
taille des ajustements et la distanee aux observations (volr Ggure 1114},



Phase 1 : Liespace de minimisation est composs de 'état initial et des erreurs
du modéle : [xq, 10, 0] Lo point de départ de Poptimisation est na
turellement :u.g:ﬂl: ceny Th

Phase 2 : La fonction objective est alors

Ja J=-
 —

T3 o ) = Plog — 3] + 3 Raly? — i) + 3 Q). (115.3)

Jo

On retrouve les dews termes déja vus dans le cas du modile parfait : (J*) et
(2% Mals on rajoute un nouvean terme (™) tendant & minimiser la tallle
des ajustements elfectuds sur la rajectolre. 3y est défin par la relation de
CBCUITEIE

35 = Mig-1(3x-1) + 0 (IL.5.4)
Le gradient de la fonction de coiit st

%.f{xu:vh:...:'rm} = VP{xg— k)
2 Ji ) ?é%u}[m LML.J”J]HT ARy — Hix)]
B (X0: Ty fla) = "

Tk [:l'l} LML,“J,;)HT ,:?E[Y? Hixi}]

(I1.5.5)
M.B. : Le gradient de J au point (3%q, 7, .., 7 ) e30 &gal & Iign—{: %: %}

Si Von utilise ici la notation ['[’J ],]ME” p1y Au liew de M]Emm: et parce
que U'on lindarise séparément les trongons de trajectoire au voisinage des
3y au liew de lindariser au voisinage de 18tat initial comme dans le cas du

o itle parlait,



Le graphique représentant le calenl du gradient est en Ggure IL15 :

Flgure IT.15 ¢ Calenl du gradient dans un 40-Var dans hypothése du “modide im parfait™.

En comparant au schéma 1113, on voit que dans le cas do modile imparfait,
on agrandit Pespace d’optimisation en y ajoutant les errenrs du modéle,

Phase 3 : On re-caleule la trajectoive i partic de U'état initial et des erreurs du
el il

Xy = My (x0) + 7. (IL5.6)

Mous voyons ol gque le schéma permet dCawir une bonne vision d'ensemtbile
de Ualgorithime, aloes que les formules mathématiques ne peuvent éive exprimibes
directerment et doivent faire appel & des relations de sfeurrence. Le graphigue
met clairement en dvidence gue le modéle of son adjeint ne sont ubilisés gquone
fds par caleul du gradient, et qu'lls dolvent étre caleulds sucoessivement.



de données et nous allons en présenter guelgues exemples, Bien sir, nous n'avwons
pas la prétention d 'étoe exhanstifs, mais les variantes montrées dans cette section
sont les plus courantes eb peuvent se combiner entre elles pour donmer wne Lres
grande variétd de méthodes,

Mous illustrerons chague ty pe de variante sur 1 une des trols méthodes géndri-

gques (30-Var, 4D-Var avee modile parfalt o le 4D-Var avec modile lmparfait ).

I1.6.1 Formulation incrémentale

Ladjectil “incrémental” est relativerment ambigu, car i est tantdt employd pour
déslgner les méthodes utilisant wne version simplifide du modile, tantdt pour
détsigner celles qui utilisent Papplication linéaire tangente au modéle. Nous con-
sidfrerons ol gque “inerémental” désigoe les methodes utilisant les opérateurs
linéarists,

Oin se place done autour d'un état de référence indiqué par Vexposant %
pour *guess”

MNous illustrerons cetbe varante sur le cas du AD-Var avec modile parlait,

Phase 1 : Nous linfarisons au voisinage de xf, 1'état de référence.

U fols oot Stat cholsl, on caleule la teajectolre of les vwoeteurs 3 oot ion
df correspondants

xf = My () (1L6.1)
ek
& =y? — H(xd) (116:2)
On caleule aussi
S = xb — xf, (11.6.3)

la varlable de contrdle est fogg = 219 — 28,






