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Introdu
tionelsA (ensemble logi
iel de simulation en Aérodynamique) est un 
ode industriel deve-loppé par l'ONERA en 
ollaboration ave
 le CERFACS (Centre Européen de Re
her
he et deFormation Avan
ée en Cal
ul S
ienti�que) permettant, sur une plateforme unique, la simu-lation en Aérodynamique interne et externe. elsA permet aussi la résolution des équationsRANS et U-RANS ave
 modèles de turbulen
e. La méthode de dis
rétisation est la méthodedes Volumes Finis (VF) qui est a
tuellement implantée en utilisant des maillages stru
turés(ensembles d'hexaèdres repérés par des triplets (i, j, k)).Quoiqu'o�rant de nombreuses fa
ilités pour l'implantation de méthodes numériques grâ
eà son type de repérage, les maillages stru
turés rendent di�
ile la prise en 
ompte de géo-métries 
omplexes. L'implantation d'une appro
he non stru
turée (maillages 
ontenant destétraèdres, pyramides, prismes qui n'utilise pas un repérage de type (i, j, k)) s'avère don
né
essaire 
ompte tenu des besoins industriels que elsA doit satisfaire.Toutefois, une étude, e�e
tuée par Jameson et présentée en 2004, a montré que des
al
uls e�e
tués sur un maillage stru
turé d'hexaèdres 
omme s'il était non stru
turé entraîneun sur
oût de 25% en temps CPU, 
e qui est énorme du point de vue des appli
ationsindustrielles. La meilleure solution est don
 
elle d'une appro
he hybride permettant des
al
uls par blo
s, les uns étant stru
turés et les autres non-stru
turés.La réalisation de 
ette version hybride requiert de répondre à un 
ertain nombre depréo

upations. Tout d'abord il faut pouvoir dé�nir des solveurs véri�ant un 
ertain nombrede 
ontraintes :� pré
ision ;� robustesse ;� 
ompatibilité ave
 elsA existant, i.e. que l'on retombe sur les solveurs utilisés par lessolveurs d'elsA stru
turé lorsque le maillage est 
omposé d'hexaèdres ;� faibles 
oûts de 
al
uls.Il est naturel de penser à adapter les solveurs d'elsA stru
turé mais 
ette adaptation n'estpas toujours évidente à réaliser. Par exemple, il est d'usage de mettre au point des s
hémas deplus en plus pré
is en stru
turé au prix d'un sten
il (nombre de 
ellules voisines intervenantdans le 
al
ul) plus élevé. Cette possibilité est réduite sur des maillages non stru
turés 
arles informations de 
onne
tivité ne sont pas impli
ites mais doivent être sto
kées. Il va don
y avoir un sur
oût de taille mémoire et de re
her
he pour retrouver les informations dansle voisinage d'un élément. De plus les éléments du maillage non stru
turés peuvent êtretrès déformés et de nature géométrique di�érente. Ce
i peut mettre en défaut les bonnes5



propriétés du s
héma adapté. Ces aspe
ts rendent di�
ile la mise en ÷uvre des solveurs.En parti
ulier, les solveurs di�usifs qui requièrent l'évaluation des gradients aux interfa
esseront un aspe
t majeur dans la réalisation de la version hybride d'elsA.Comme 
ela a déjà été dit, du fait que la 
onne
tivité n'est plus impli
ite, les maillages nonstru
turés vont réquérir de 
onserver plus d'informations en mémoire. Un e�ort de 
on
eptionimportant sera 
onsa
ré à trouver 
omment doivent être sto
kées les informations sur leséléments du maillage pour trouver le meilleur 
ompromis entre espa
e mémoire et duréede traitement. Naturellement, les solutions envisageables seront dépendantes des solveursutilisés, ainsi les aspe
ts algorithmique et stru
tures de données pourront don
 in�uer sur le
hoix des solveurs en vue d'obtenir de bonnes performan
es.Une autre préo

upation importante est la mise en ÷uvre du 
al
ul par blo
s, notammentla gestion des 
onditions de ra

ords entre blo
s (entre blo
s non stru
turés et entre blo
stru
turé et non stru
turé). La di�éren
e de stru
turation entre les deux types de blo
sengendre un 
ertain nombre de di�
ultés à résoudre.Ce do
ument est le rapport du stage e�e
tué au CERFACS en vue de l'obtention du di-pl�me de Master 2 Professionnel Modèles Mathématiques et Méthodes Informatiques. Le butdu stage est de parti
iper à la réalisation de 
ette version hybride d'elsA. Cette parti
ipation
onsiste notamment en :� l'étude théorique de l'adaptation des solveurs 
onve
tifs (Roe + MUSCL, Jameson) ;� l'étude et l'implémentation de solveurs di�usifs ;� l'analyse des besoins en terme d'algorithmique et de stru
tures de données ;� l'étude des 
onditions de ra

ord ;� l'étude de la mise en ÷uvre de modèles de turbulen
e à équations de transport.Toutefois, une présentation détaillée de tout 
e
i dépasserait les limites de taille permisesà 
e do
ument. C'est pourquoi, l'a

ent est mis sur l'étude et l'implémentation de solveursdi�usifs qui a o

upé une la plus grande part de temps du stage. Ainsi, après une brèveprésentation d'elsA stru
turé et de l'état de l'art quant aux appro
hes VF non stru
turéesexistantes, une présentation 
omplète de l'étude e�e
tuée sur les solveurs di�usifs en ap-pro
he non stru
turée est faite. Un dernier 
hapitre porte sur les aspe
ts plus te
hniquestels l'algorithmique, les stru
tures de données, la gestion des 
onditions de ra

ords et faitle point sur l'état d'avan
ement des travaux.

6



Chapitre 1Généralités
1.1 Equations d'Euler et de Navier-StokesLa des
ription ma
ros
opique du 
omportement dynamique et thermodynamique d'un�uide relève généralement des équations de Navier-Stokes. Ces équations sont des équationsde bilan assurant :� la 
onservation de la masse ;� la 
onservation de la quantité de mouvement ;� la 
onservation de l'énergie.En 
onsidérant don
 un �uide de masse volumique ρ, de vitesse U et d'énergie E (somme del'énergie interne e et de l'énergie 
inétique), on peut é
rire :

∂ρ

∂t
+ div(ρU) = 0, (1.1)

∂ρU

∂t
+ div(ρU ⊗ U + pI − τ) = 0, (1.2)

∂ρE

∂t
+ div(ρEU + pU − τ.U + q) = 0. (1.3)où p est la pression, τ représente le tenseur des 
ontraintes et q est le �ux de 
haleur.Dans le 
as d'un �uide parfait, le tenseur de 
ontraintes τ et le �ux de 
haleur q sontnuls, on retrouve alors les équations d'Euler.1.2 Appro
he VFEn tenant 
ompte de lois asso
iées aux équations de Navier-Stokes pour fermer le système,
elui-
i peut être é
rit sous la forme 
ompa
te :

∂W

∂t
+ ∇.F (W ) + ∇.G(W,∇W ) = 0 dans Ω, ∀t. (1.4)où W = (ρ, ρU, ρE) représente le ve
teur des 
hamps 
onservatifs évoluant au 
ours dutemps. Dans Eq. 1.4, F représente la 
onve
tion et G représente la di�usion.7



Cette se
tion a pour but de présenter la dis
rétisation de 
e système par la méthode desVF.1.2.1 Prin
ipeLa méthode 
onsiste à dé
ouper le domaine global Ω en petits volumes (maillage), et à
al
uler une approximation des valeurs moyennes des 
hamps 
onservatifs W sur 
es volumesélémentaires ou 
ellules.Les briques élémentaires du maillage peuvent être des hexaèdres, des prismes, des pyra-mides ou des tétraèdres (Fig. 1.1).
(a) (b) (c) (d)Fig. 1.1 � Types de volumes retenus : (a) deux hexaèdres (b) deux prismes (
) une pyramide(d) un tétraèdre.Soit K un volume élémentaire dit volume de 
ontr�le. Si l'on suppose que K est �xe dansle temps, formellement, en intégrant Eq. 1.4 sur K, et en utilisant le théorème de Stokes, ilvient :
d

dt

∫

K

WdΩ +

∮

∂K

[F (W ) + G(W,∇W )].ndσ = 0, ∀t. (1.5)où ∂K désigne la surfa
e fermée formant la frontière de K, et n la normale unitaire en unpoint de 
ette frontière dirigée vers l'extérieur de K.Eq. 1.5 met en éviden
e la notion de 
onservation. En d'autres termes, en notant K ′ unautre volume élémentaire ayant une surfa
e d'interse
tion (triangle ou un quadrangle) ave

K, il faut que le �ux surfa
ique sortant de K soit entrant dans K ′ : les quantités globales surl'ensemble du domaine de 
al
ul sont 
onservées et 
'est pourquoi l'équation 1.4 est dite sousforme 
onservative. Le terme F (W ).n est appelé terme 
onve
tif et le terme G(W,∇W ).nest appelé terme di�usif. L'intégration de 
es termes sur le 
ontour permet d'obtenir les �ux
onve
tif et di�usif respe
tivement. A 
e niveau, il faut noter la présen
e de gradients dansl'expression du �ux di�usif et leur absen
e dans 
elle du �ux 
onve
tif.

8



1.2.2 Dis
rétisation des �uxOn 
onsidère que le 
ontour de K est 
onstitué de nK fa
es nommées (∂K)i, i = 1, ..., nK .Si l'on pose :
W̄K =

1

|K|

∫

K

WdΩ

F̄(∂K)i
=

∫

∂Ki

F (W ).ndσ

Ḡ(∂K)i
=

∫

(∂K)i

G(W,∇W ).ndσoù |K| désigne la mesure du volume K, Eq. 1.5 s'é
rit en
ore :
d

dt
(|K|W̄K) +

nK
∑

i=1

[F̄(∂K)i
+ Ḡ(∂K)i

] = 0 ∀t. (1.6)Le terme
RK =

nK
∑

i=1

[F̄(∂K)i
+ Ḡ(∂K)i

]est appelé résidu numérique de modélisation. De Eq. 1.6, on peut obtenir deux prin
ipalesformulations VF :� l'une totalement dis
rétisée en temps et en espa
e, 
e
i en intégrant en
ore Eq. 1.6entre deux instants su

essifs de la dis
rétisation temporelle, pour trouver des 
hampsmoyens entre 
es deux instants ;� et l'autre semi-dis
rétisée en espa
e, en résolvant Eq. 1.6 pour trouver des 
hampsmoyens à 
haque instant de la dis
rétisation temporelle.Cette dernière formulation a l'avantage de permettre une dis
rétisation séparée des �ux etdu terme de dérivée en temps.De manière générale, une formulation VF sera 
ara
térisée par la méthode d'approxima-tion des �ux 
onve
tif et di�usif. Le 
hoix de l'approximation sera aussi in�uen
é par le typede maillage utilisé, notamment l'approximation du �ux di�usif. En e�et, l'évaluation du �uxdi�usif requiert l'évaluation de gradients, 
e qui est assez déli
at dans le 
as de maillagesnon stru
turés.1.3 Etat des lieux dans elsA stru
turéLe 
ode initial d'elsA est basé sur une formulation VF s'appuyant sur des 
ellules detype hexaédrique et sur un repérage stru
turé des 
ellules. Les 
hamps sont sto
kés au 
entredes 
ellules. elsA permet d'e�e
tuer des 
al
uls sur plusieurs blo
s.Dans elsA, 
on
eptuellement, toutes les quantités : 
hamps 
onservatifs, métrique (vo-lumes, normales d'interfa
es)... sont sto
kées de manière stru
turée en utilisant un repérageen (i, j, k) des sommets, des 
ellules et des interfa
es par blo
s de maillage. Mais pratique-ment, pour obtenir de meilleurs performan
es, l'adressage des 
ellules est fait de manière9



linéaire. L'utilisation de 
ellules �
tives au bord du domaine permet que l'adressage des in-terfa
es reste impli
ite par rapport à 
elui des 
ellules. Les 
hamps 
onservatifs sont sto
késau 
entre des 
ellules qui sont don
 les volumes de 
ontr�le utilisés dans la méthode VF.1.3.1 Les solveurs 
onve
tifsLe 
al
ul du �ux 
onve
tif se fait par interfa
e. Deux méthodes sont généralement utili-sées. La première résoud un problème de Riemann appro
hé à l'aide du solveur de Roe quiest d'ordre 1. L'appro
he MUSCL permet d'atteindre l'ordre 2. Pour 
ela, les 
hamps depart et d'autre de l'interfa
e sont extrapolés (à l'ordre 1) à partir des 
hamps au 
entre et enutilisant un gradient moyen sur le volume 
onsidéré. La se
onde utilise le solveur numériquede Jameson qui est d'ordre 2. Quelque soit le solveur, le traitement numérique est 
onstruitsuivant les dire
tions i, j, et k.1.3.2 Les solveurs di�usifsLe traitement du �ux di�usif se base lui aussi sur une appro
he stru
turée ave
 un ba-layage dire
tionnel. La di�
ulté de 
e solveur réside dans la 
onstru
tion des gradients auxinterfa
es, 
es derniers devant être les plus pré
is possibles et de faible 
oût numérique. Ilexiste dans elsA trois méthodes pour 
al
uler les gradients aux interfa
es :� la méthode 5p évalue le gradient à l'interfa
e 
omme la moyenne arithmétique desgradients moyens dans les 
ellules adja
entes. Le gradient moyen d'une 
ellule est
al
ulé par 
ir
ulation sur le 
ontour de la 
ellule, en prenant 
omme valeur du 
hampà l'interfa
e la moyenne arithmétique des 
hamps dans les 
ellules adja
entes ;� la méthode 5p_
or utilise plut�t une moyenne des gradients des 
ellules pondéréepar les volumes des 
ellules adja
entes et 
orrige le gradient obtenu en se basant surdes �ux 
al
ulés sur une 
ellule dé
alée autour de l'interfa
e ;� la méthode 3p utilise dire
tement la 
ellule dé
alée autour de l'interfa
e pour 
al
ulerpar 
ir
ulation le gradient à l'interfa
e.
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Chapitre 2Solveurs di�usifs en non stru
turé
2.1 Deux grandes appro
hes VFUne étude bibliographique a permis d'identi�er deux prin
ipales manières de 
onstruiredes solveurs non-stru
turés (et hybrides) VF :� la formulation vertex-
entered,� la formulation 
ell-
entered.Le prin
ipe de la formulation vertex-
entered est de sto
ker les 
hamps 
onservatifs auxn÷uds du maillage, et d'utiliser 
omme volumes de 
ontr�le, au lieu des 
ellules de basedu maillage, des 
ellules dites �duales� 
onstruites autour des n÷uds du maillage. Il existeplusieurs méthodes de 
onstru
tion des 
ellules duales.A priori, 
ette appro
he ne sera pas retenue 
ar elle pose plusieurs problèmes :� tout d'abord, la prise en 
ompte des 
onditions aux limites multiples est di�
ile ;� ensuite, elle est reputée mathématiquement non-
onsistante ave
 une formulation ins-tationnaire (U-RANS)� en�n, elle est non-dire
tement 
ompatible ave
 elsA initial 
ar elsA utilise une ap-pro
he VF é
rite au 
entre des 
ellules ;Le prin
ipe de la formulation 
ell-
entered est d'utiliser une formulation VF dire
tementsur les élements du maillage. Les �ux 
onve
tifs et di�usifs sont alors 
al
ulés aux frontièresdes éléments du maillage. Les 
hamps 
onservatifs sont sto
kés au 
entre des 
ellules dumaillage.Remarque : Cette méthode est intéressante pour plusieurs raisons :� traitement des 
onditions aux limites par fa
e du maillage,� 
ompatible ave
 elsA existant,� 
onsistante ave
 l'appro
he URANS.C'est 
ette formulation qui sera don
 
onsidérée dans toute la suite de 
e do
ument.Nous allons dans la suite de 
ette se
tion faire une revue de di�érents solveurs di�usifs misau point pour 
ette formulation.
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2.2 Solveurs di�usifsPour les �ux di�usifs qui sont 
al
ulés aux interfa
es du maillage, il est né
essaire dedisposer, 
omme pour les 
hamps 
onve
tifs, de la métrique lo
ale (normales non-unitaires,...)ainsi que des gradients aux interfa
es. Dans le 
as d'un maillage multi-élément non stru
turé,
'est le travail théorique le plus di�
ile 
ar il n'existe pas, à notre 
onnaissan
e, de s
hémaremplissant toutes les 
onditions de stabilité, de pré
ision, de robustesse et de performan
e.2.2.1 Méthode �5p�En étudiant les solveurs disponibles dans elsA, il est 
lair que la méthode �5p� s'adaptesans di�
ulté. Supposons K un volume, Σi, i = 1, ..., nK ses fa
es, le gradient 
entré du
hamp W en K s'é
rit :
∇WK =

1

|K|

nK
∑

i=1

1

2
(WK + Wi)

−→
N i,où WK indique la valeur du 
hamp dans le volume K, Wi la valeur du 
hamp dans la 
elluleadja
ente à K par la fa
e Σi et −→N i, la normale à la fa
e Σi, normée par la surfa
e de Σi etextérieure à la fa
e K.Le gradient sur Σ, interfa
e entre les volumes G et D, obtenu par 
ette méthode s'é
rit alors :

∇WΣ =
1

2
(∇WG + ∇WD)Toutefois, ave
 
ette méthode, deux di�éren
es 
entrées sont utilisées, 
e qui provoque lanon dissipation des hautes fréquen
es de la dis
rétisation. Elle est don
 non-utilisable enpratique.2.2.2 Méthode �arête�I
i, le gradient à l'interfa
e obtenu par la méthode 5p est ensuite 
orrigé suivant ladire
tion de l' �arête� �
tive reliant les 
entres des 
ellules volumiques adja
entes.Le gradient sur Σ, interfa
e entre les volumes G et D s'é
rit alors :

∇WΣ = ∇WΣ −

(

∇WΣ ·
−−−→
CGCD − (WD − WG)

) −−−→
CGCD

||
−−−→
CGCD||2

, (2.1)où ∇WΣ désigne le gradient obtenu par la méthode 5p, CG et CD les 
entres respe
tifs desvolumes D et G.Cette méthode a été utilisée par May et Jameson dans leur solveur FloXX [May 05℄. Elle estaussi utilisée dans EDGE [FOI 07℄. Toutefois, elle n'a été étudiée théoriquement que dansle 
adre du solveur vertex-
entered N3S-Natur par V. Au�ray [Au�ray 07℄ et il est don
opportun d'e�e
tuer une étude théorique et numérique supplémentaire dans le 
adre d'uneappro
he 
ell-
entered. 12



Des variantes de la méthode arête ont été envisagées en pro
édant di�éremment à l'undes deux niveaux 
i-après :Au niveau du 
al
ul du gradient 
entré : Pour évaluer le gradient au 
entre, les va-leurs du 
hamp aux interfa
es ne sont pas 
al
ulées par moyenne arithmétique desvaleurs du 
hamp dans les deux volumes voisins de l'interfa
e mais par une moyennepondérée par les volumes
WΣ =

VGWG + VDWD

VG + VD
(2.2)Au niveau de la dire
tion de 
orre
tion : en tenant 
ompte de l'angle d'in
linaison αentre la droite reliant deux 
entres et la normale à l'interfa
e (Fig. 2.1). L'idée de 
ette
orre
tion est de prendre en 
ompte le fait que l'arête �
tive n'est pas 
olinéaire à lanormale de l'interfa
e, en supposant que 
'est suivant 
ette normale que le 
hamp semodi�e. Trois types de 
orre
tions ont alors été proposées :� une 
orre
tion totale de l'arête de 
orre
tion reliant les deux 
entres, méthode ditede la �normale� : le ve
teur −−−→

CGCD est rempla
é par sa proje
tion sur la normale
(
−−−→
CGCD · ~nΣ)~nΣ ;� une 
orre
tion partielle qui suppose que 
'est le gradient 
entré qui doit être dirigésuivant la normale, méthode dite �arête 
orrigée� :

∇WΣ = ∇WΣ −

(

∇WΣ ·
−−−→
CGCD cos(α) − (WD − WG)

) −−−→
CGCD

||
−−−→
CGCD||2

. (2.3)� une 
orre
tion partielle qui suppose que 
'est le gradient 
al
ulé par di�éren
e entre
WD et WG qui doit être dirigé suivant la normale, méthode dite �arête 
orrigée 2� :

∇WΣ = ∇WΣ −

(

∇WΣ ·
−−−→
CGCD − (WD − WG) cos(α)

) −−−→
CGCD

||
−−−→
CGCD||2

. (2.4)
PSfrag repla
ements

C1

C2

α

Fig. 2.1 �Méthode arête : variantes 
onsidérant l'angle entre l'arête �
tive reliant les 
entreset la normale.On remarque que les deux niveaux de modi�
ation de la méthode arête identi�és peuventêtre 
ombinés. 13



2.2.3 Méthodes �diamant�Ces méthodes proposent que le 
al
ul du gradient à l'interfa
e entre deux volumes soitfait sur un volume ayant pour sommets les sommets de la fa
e et les 
entres des deux volumes(Fig. 2.2). Seulement, elles requièrent de re
onstruire des valeurs aux n÷uds du maillage, 
equi est relativement 
her. Deux de 
es méthodes ont paru intéressantes :PSfrag repla
ements
C1

C2

Fig. 2.2 � Méthode diamant : Le gradient à l'interfa
e est 
al
ulé sur le volume en pointillés.La méthode de Coudière et al.Coudière et al [Coudière 96℄ proposent de re
onstruire les valeurs aux n÷uds 
omme une
ombinaison linéaire des valeurs des 
ellules qui entourent le n÷ud. Les 
oe�
ients sontdéterminés par la méthode des moindres 
arrés.Le gradient à l'interfa
e est ensuite retrouvé par simple di�éren
e �nie en utilisant le repèrelo
al à l'interfa
e 
onstitué du ve
teur tangent et du ve
teur normal à l'interfa
e. L'usagedes moindres 
arrés rend le pré traitement relativement 
her et �possiblement instable�.La méthode de Le PotierLe Potier [Le Potier 05℄ propose de 
hoisir trois points (les plus pro
hes du n÷ud) parmiles 
entres de 
ellules et les 
entres des arêtes frontières les plus pro
hes et d'utiliser les
oordonnées bary
entriques du n÷ud par rapport à 
es points pour re
onstruire la valeurdu 
hamp. Le gradient à l'interfa
e est ensuite 
al
ulé par 
ir
ulation sur les interfa
es de la
ellule diamant.Il faut noter que Le Potier propose un s
héma pour maillages en triangles, et le 
entre de la
ellule est l'interse
tion des bisse
tri
es du triangle. Le 
al
ul du 
entre du 
er
le ins
rit etla re
her
he des trois points utilisés peut induire un pré-traitement assez 
oûteux. Toutefois,
ette méthode a un 
oût de re
onstru
tion moins 
her en mémoire et en temps de 
al
ul que
elle de Coudière.Il faut noter que 
es méthodes risquent, toutes les deux, de 
oûter énormément pour lesmaillages en mouvement.2.2.4 Méthode d'Eymard et al.Eymard et al. [Eymard 06℄ ont proposé un solveur spé
i�quement adapté aux équationsde di�usion ave
 opérateurs anisotropes. L'idée de la méthode est d'é
rire l'opérateur 
omme14



la somme d'un opérateur isotrope et d'un opérateur anisotrope. Le �ux di�usif de l'opérateurisotrope est 
al
ulé par simple di�éren
e �nie, tandis que le �ux de l'opérateur anisotropeest 
al
ulé en utilisant un solveur mis au point par les auteurs. Ils montrent la 
onvergen
edu solveur à la 
ondition que l'opérateur isotrope admette une borne inférieure non nulle.La méthode impose que l'arête reliant les 
entres de deux volumes voisins soit normaleà l'interfa
e entre les volumes. Ce
i est possible si l'on 
onsidère 
omme 
entres des 
ellules,les 
entres de 
er
le 
ir
ons
rit pour des maillages de triangles, mais en général, 
e n'est pastoujours possible de 
hoisir des 
entres véri�ant 
ette 
ondition.2.2.5 Méthode des moindres 
arrésCette méthode re
onstruit tout d'abord les valeurs aux n÷uds du maillage par desmoindres 
arrés. Les valeurs des 
hamps aux interfa
es sont alors 
al
ulés par moyennearithmétique des valeurs aux sommets de l'interfa
e. Les gradients au 
entre d'un volumesont 
al
ulés par 
ir
ulation sur les frontières et les gradients aux interfa
es sont 
al
ulés parmoyenne arithmétique des gradients dans les volumes voisins. On peut évidemment observerque la méthode est 
oûteuse.2.2.6 Méthodes inspirées des Eléments Finis (EF)Ces méthodes 
onsistent à se retrouver dans une 
on�guration où les valeurs sont sto
késau n÷uds d'un maillage (le dual en supposant les 
entres des volumes 
omme les n÷uds, oule primal en re
onstruisant les valeurs par une méthode de moindre 
arrées). Les gradientssont alors évalués en utilisant des EF de type P1. Ces méthodes sont naturellement très
oûteuses du fait du passage des 
hamps des 
entres de 
ellules vers les n÷uds et vi
e versa.2.2.7 Con
lusion sur les solveurs di�usifsAprès 
ette revue faite des di�érents solveurs, il est né
essaire d'e�e
tuer des tests numé-riques pour véri�er leur fon
tionnement e�e
tif. Les méthodes utilisant les moindres 
arréset 
elles pro
hes des EF ont été d'emblée éliminées du fait de leur 
oût. Les méthodes 5p etarête devront aussi être étudiées théoriquement.Remarque : Le 
hoix du solveur di�usif non-stru
turé n'est pas 
omplètement libre. Il fautse �xer 
omme 
ontrainte de retomber au moins sur l'un des solveurs di�usifs stru
turéslorsque le solveur di�usif non-stru
turé sera appliqué à un hexaèdre. A défaut, il faut que lesolveur puisse être aisément implanté dans la version stru
turée d'elsA.
15



Chapitre 3Etude de la 
onvergen
e des solveursdi�usifsDans 
e 
hapitre est présentée l'étude de 
onvergen
e des solveurs di�usifs envisagés pourle 
al
ul sur blo
s non stru
turés. Ces solveurs di�usifs sont :� le solveur utilisant une méthode similaire à la méthode 5p pour l'évaluation du gradientaux interfa
es ;� le solveur utilisant la méthode dite de l'arête pour l'évaluation du gradient aux inter-fa
es ou l'une de ses variantes ;� les solveurs d'Eymard et al. ;� les solveurs de Le Potier et de Coudière ;Les solveurs mis au point respe
tivement par Eymard, Le Potier et Coudière n'ont pas besoind'études théoriques, 
elles-
i ayant déjà été e�e
tuées par 
es auteurs. L'étude théorique sefera uniquement pour les méthodes 5p et arête, pour les variantes de la méthode arête, on se
ontentera des résultats numériques. L'étude théorique 
omportera l'étude de la 
onsistan
eet de la stabilité du s
héma obtenu, 
e qui permettra de 
on
lure sur la 
onvergen
e par lethéorème d'équivalen
e de Lax.3.1 Problème d'étudeCette étude se fera sur un problème de di�usion de 
haleur en 2D. On veut étudier lespropriétés des dis
rétisations possibles du �ux di�usif pour le problème suivant :
∂T

∂t
= α∆T, T0(x, y) donné, (3.1)où ∆ est l'opérateur de Lapla
e.En appliquant la méthode VF, sur un élément Ωi de volume Vi sur lequel est intégréeEq. 3.1, on é
rit :

Vi
d

dt
Ti = −Gi, (3.2)où 16



� Ti est une approximation de T̄i = 1
|Vi|

∫

Ωi
TdΩ ;� Gi est une approximation de α

∮

∂Ωi
∇T · ndσ donnée par

Gi = −α
∑

∇TΣj
· NΣj

. (3.3)Les indi
es Σj représentent les fa
es du volume Ωi, NΣj
la normale extérieure à la fa
e,normée par la mesure de la fa
e, et ∇TΣj

le gradient évalué sur la fa
e.Le 
al
ul appro
hé du gradient sur les fa
es Σj fait obtenir Gi sous la forme :
Gi = −α

∑

k

akTk, (3.4)où Tk est la valeur de T dans un élément Ωk du maillage.En utilisant un s
héma d'Euler pour la dis
rétisation de la dérivée en temps, on obtientle s
héma 
i-dessous :
Vi

T n+1
i − T n

i

∆t
= α

∑

k

akT
n
k , (3.5)soit

T n+1
i = (1 + αai

∆t

Vi
)T n

i + α
∆t

Vi

∑

k 6=i

akT
n
k . (3.6)3.2 Rappels pour l'étude théorique3.2.1 Consistan
eUn s
héma numérique est dit 
onsistant si les équations dis
rétisées tendent vers leséquations 
ontinues lorsque les pas de dis
rétisation en temps et en espa
e tendent vers 0. Ils'agit don
 de véri�er que :

[

Vi
T n+1

i − T n
i

∆t
− α

∑

k

akT
n
k

]

−

[

Vi
∂T

∂t

)n

i

− αVi∆T n
i

]

→ 0. (3.7)Si T (x, t) est su�samment régulière, on a, par un développement de Taylor :
Vi

T n+1
i − T n

i

∆t
= Vi

∂T

∂t
)n
i + O(∆t). (3.8)Il ne reste don
 qu'à s'assurer que

α
∑

k

akT
n
k − αVi∆T n

i → 0. (3.9)C'est 
e qui sera fait en envisageant di�érents types de maillages.17



3.2.2 StabilitéUn s
héma numérique est dit stable si l'erreur n'est pas ampli�ée au 
ours de l'avan
een temps. Cette étude peut être faite par une analyse de Von Neumann en 
onsidérant unesolution harmonique :
T n

i = Anej(kxi+k′yi) où j2 = −1. (3.10)A partir de Eq. 3.6, on obtient alors
(A − (1 + α

∆t

Vi

ai))e
j(kxi+k′yi) = α

∆t

Vi

∑

k 6=i

ake
j(kxk+k′yk) ave
 A =

An+1

An
. (3.11)On peut ensuite obtenir :

(1 + α
∆t

Vi

ai) − α
∆t

Vi

∑

k 6=i

|ak| ≤ A ≤ (1 + α
∆t

Vi

ai) + α
∆t

Vi

∑

k 6=i

|ak| (3.12)Le s
héma est stable si |A| ≤ 1. Pour 
ela, il su�t que






















(1 + α∆t
Vi

ai) − α∆t
Vi

∑

k 6=i

|ak| ≥ −1,

(1 + α∆t
Vi

ai) + α∆t
Vi

∑

k 6=i

|ak| ≤ 1.soit






















−ai +
∑

k 6=i

|ak| ≤ 2 Vi

α∆t
,

∑

k 6=i

|ak| ≤ −ai.Il su�t alors que














−ai ≤ Vi

α∆t
,

∑

k 6=i

|ak| ≤ −ai.Pour respe
ter aussi le prin
ipe du maximum dis
ret, il faut généralement imposer que les
héma soit monotone. Il su�t alors que le s
héma soit positif. L'ensemble des 
onditionsné
essaires à la stabilité est alors satisfait si
− ai ≤

Vi

α∆t
, (3.13)

ak ≥ 0 ∀k 6= i et (3.14)
∑

k

ak = 0. (3.15)18



Eq. 3.13 exprime juste une 
ontrainte sur le pas de temps qui devra être utilisé.Véri�er la 
onsistan
e 
onsistera don
 à véri�er que le �ux di�usif dis
rétisé est 
onsistantave
 le �ux di�usif 
ontinu suivant Eq. 3.9, et véri�er la stabilité reviendra prin
ipalementà véri�er que la matri
e du s
héma de 
al
ul du �ux di�usif est positive.3.3 Etude théoriqueA�n de �xer les notations, Fig. 3.1 présente un extrait de maillage 
onstruit à partirde 
ellules quadrangulaires. On désire 
al
uler le bilan de �ux G7 pour la 
ellule C7. Pourles maillages de triangles, nous avons 
hoisi, pour simpli�er une 
on�guration régulière detriangles équilatéraux (Fig. 3.2).
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Fig. 3.1 � Con�guration géométrique pour l'étude théorique du solveur di�usif en maillagenon stru
turé quadrangulaire : les 
ellules et les arêtes né
essaire au 
al
ul du �ux dans la
ellule 
entrale ont été numérotées.En e�et, 
ha
un des solveurs utilisera a priori pour 
haque 
ellule (hormis 
elles pro
hesdu bord) 13 
ellules pour les maillages de quadrangles, et 10 
ellules pour les maillages detriangles équilatéraux. Ces nombres étant assez élevés, il aurait été fastidieux d'é
rire lesexpressions du �ux di�usif à la main. Cette é
riture a don
 été retrouvée à l'aide du logi
ielde 
al
ul formel Maple. Un programme a été élaboré pour e�e
tuer le 
al
ul du gradient etdu �ux di�usif.Plusieurs types de maillages quadrangulaires ont été envisagés :19



PSfrag repla
ements
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7

8 9Fig. 3.2 � Con�guration géométrique pour l'étude théorique du solveur di�usif en maillagenon stru
turé triangulaire : les 
ellules et les arêtes né
essaires au 
al
ul du �ux dans la
ellule 
entrale ont été numérotées.� maillage de 
arrés ;� maillage de parallélogrammes tous identiques dont les dimensions h1, h2 et l'angled'in
linaison β sont dé�nis en Fig. 3.3 ;� maillage de re
tangles étirés suivant l'horizontale ave
 pour fa
teur de forme k1.PSfrag repla
ements
h1

h2

βFig. 3.3 � Volume sous forme de parallélogramme.Le point suivant détaille les résultats obtenus pour la méthode 5p sur maillage de 
arrés,mais le résumé de l'étude est faite par le tableau 3.1.3.3.1 Maillage de 
arrésFlux di�usif utilisant la méthode 5pSimpli�
ation formelle des expressions Au moyen du programme Maple, on trouveque :
G7 = −α(

1

4
T1 +

1

4
T5 − T7 +

1

4
T9 +

1

4
T13). (3.16)20



On 
onstate immédiatement que le bilan de �ux dans la 
ellule C7 ne dépend pas de lapremière rangée de 
ellule entourant 
e volume. Ainsi, on retrouve le problème bien 
onnude dé
ouplage pair/impair.Consistan
e En e�e
tuant un développement de Taylor des valeurs de T1, T5, T9 et T13autour de T7, il vient :
G7 = −αh2∆T + O(h3). (3.17)Le �ux dis
rétisé obtenu est ainsi 
onsistant ave
 le �ux 
ontinu de départ et la méthodeest d'ordre 2 en espa
e.Stabilité On voit bien que la somme des 
oe�
ients des Ti est nulle, et que T7 a le seul
oe�
ient négatif. Le s
héma est don
 monotone et par 
onséquent stable pour les maillages
omposés de 
arrés.Toutefois, même ave
 un repérage non-stru
turé, le dé
ouplage pair/impair va introduiredes os
illations non physiques dans la solution numérique.Conlusion Le solveur 5p introduit un dé
ouplage pair/impair qui induit des os
illationsnumériques des 
hamps 
al
ulés. Toutefois, la méthode est d'ordre 2 en espa
e et 
onsistante.Carrés Parallélogrammes Etirés Triangles équiConsistan
e Oui Oui Non Oui5p Stabilité Oui Oui Oui OuiMonotonie Oui Non Oui OuiDé
ouplage Oui Oui Oui OuiConsistan
e Oui Oui Non OuiArête Stabilité Oui Oui Oui OuiMonotonie Oui Non Oui OuiDé
ouplage Non Non Non NonTab. 3.1 � Ré
apitulatif de l'étude théorique de 5p et arête.3.4 Tests numériquesPour évaluer numériquement 
es solveurs di�usifs, 
eux-
i seront appliqués à la résolutiond'un problème de di�usion dont la solution exa
te est 
onnue. Le 
omportement numériquedu solveur et la 
omparaison de la solution obtenue ave
 la solution exa
te permettra d'es-timer la stabilité et de la pré
ision du solveur.
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3.4.1 Prin
ipeLes tests numériques 
onsistent à résoudre numériquement l'équation de di�usion de la
haleur Eq. 3.1 en 2D ave
 des 
onditions de Diri
hlet aux bords :
TB(x, y, t) =















0 ∀(x, t) ∈ [0, L] × R
+ et y = 0,

sin(π x
L
) ∀(x, t) ∈ [0, L] × R

+ et y = L,
0 ∀(y, t) ∈ [0, L] × R

+ et x = 0,
sin(π y

L
) ∀(y, t) ∈ [0, L] × R

+ et x = L.

(3.18)La valeur de α est égale à 0.75m2s−1. Ce problème admet une unique solution stationnaire[Tomai
h 95℄ qui est présentée en Fig. 3.4 et dont l'expression exa
te est :
T̃ (x, y) =

1

sinh π

[

sinh(π
x

L
) sin(π

y

L
) + sin(π

x

L
) sinh(π

y

L
)
]

. (3.19)
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Fig. 3.4 � Solution exa
te du problème représentée par les valeurs au 
entres d'un maillage
arré 25 × 25 
ellules.Pour 
omparer la solution numérique T à la solution exa
te T̃ , on dé�nit la norme L2 del'erreur ε qui est donnée par :
ε =

[

Nc
∑

i=1

Vi(T̃i − Ti)
2

]1/2 (3.20)Si l'on note h le diamètre moyen des volumes du maillage, en supposant qu'on a T̃ −T =
O(hd), on obtient que ε = O(hd). En supposant que ε = Chd, ave
 C 
onstante, on trouveque :

log(ε) = log(C) + d log(h). (3.21)L'évolution du logarithme de l'erreur par rapport au logarithme du diamètre moyen dumaillage est don
 linéaire, et la pente de 
ette évolution est l'ordre de pré
ision du solveur.22



3.4.2 Résultats numériquesSolveurs non stru
turésL'étude numérique a été e�e
tuée sur quatre types de maillages : 
arrés, re
tangles étirés,quadrangles quel
onques et triangles (
f �g. 3.5). Le terme de dérivée en temps a été dis
rétiséau moyen d'un s
héma en temps Euler. Les tests ont été e�e
tués pour trois valeurs moyennesde diamètres : 0.05, 0.01, 0.005.

(a) Maillage 
arré (b) Maillage quadrangle quel
onque

(
) Maillage re
tangle étiré (d) Maillage triangulaireFig. 3.5 � Exemples de maillages utilisés.Pour des raisons non identi�ées, la méthode d'Eymard et al. s'est 
omportée de la mêmemanière pour le 
as test étudié. Les ordres pour 
haque type de maillages sont donnés dansTab. 3.3.Fig. 3.6 présente don
 l'évolution du logarithme de l'erreur en fon
tion du logarithme dudiamètre moyen h sur les di�érents types de maillages pour les méthodes les plus intéres-santes.
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tion du logarithme du diamètre moyen du maillage pour les solveursnon stru
turés.
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Abbréviation Des
riptif5p Méthode 5p standard.Arete_STD Méthode arête standard.Arete_CORR Pour le 
al
ul du gradient dans une 
ellule, les valeurs des 
hampsaux interfa
es sont 
al
ulées par Eq. 2.2Normale_STD Semblable à la méthode arête, sauf que la dire
tion de 
orre
tionest 
elle de la normale.Normale_CORR Méthode normale, sauf que pour le 
al
ul du gradient dans une 
ellule,les valeurs des 
hamps aux interfa
es sont 
al
ulées par Eq. 2.2Di�_STD Méthode de di�éren
es 
entrées standard.Arete
1_STD Semblable à la méthode arête, sauf que la 
orre
tion se fait suivantEq. 2.3Arete
1_CORR Méthode arête 
orrigée, sauf que pour le 
al
ul du gradient dansune 
ellule, les valeurs des 
hamps aux interfa
es sont 
al
ulées parEq. 2.2Arete
2_STD Semblable à la méthode arête, sauf que la 
orre
tion se fait suivantEq. 2.4Arete
2_CORR Méthode arête 
orrigée 2, sauf que pour le 
al
ul du gradient dansune 
ellule, les valeurs des 
hamps aux interfa
es sont 
al
ulées parEq. 2.2LePotier Méthode diamant de Le Potier.Coudiere Méthode diamant de Coudière.Tab. 3.2 � Des
riptif des méthodesCarré Quad Triangle Etiré5p 1.00 1.20 1.05 0.15Arete_STD 1.94 1.21 1.06 0.21Arete_CORR 1.94 1.03 0.99 0.20Normale_STD 1.94 1.16 0.69 0.21Normale_CORR 1.94 1.08 0.69 0.20Di�_STD 1.94 1.15 0.68 0.21Arete
1_STD 1.00 1.20 1.05 0.15Arete
1_CORR 1.00 1.10 1.10 0.20Arete
2_STD 1.00 1.20 1.05 0.15Arete
2_CORR 1.00 1.08 1.10 0.20LePotier 1.99 1.60 1.77 0.35Coudiere 1.99 1.05 0.65 0.29Tab. 3.3 � Ordre des méthodes pour les di�érents types de maillage.Les résultats obtenus permettent de 
on
lure que la méthode de Le Potier est manifeste-ment la meilleure de toutes. Toutefois, toutes sont prises à défaut sur des maillages étirés. On25




onstate que le solveur 5p présente de meilleurs résultats sur les quadrangles quel
onques etles triangles que sur les 
arrés. Cela peut s'expliquer par le fait que l'irrégularité des formesdes 
ellules a atténué le dé
ouplage pair/impair.Solveurs d'elsA stru
turéPour des besoins de 
omparaison, le 
as test a été résolu ave
 les solveurs d'elsA enutilisant des maillages 
arrés et re
tangles étirés. Les ordres de 
onvergen
e sont donnés parle tableau 3.4 et illustrés par la �gure 3.7. Les ordres pour maillages re
tangles étirés n'ontpas été marqué puisqu'il n'y avait manifestement pas 
onvergen
e. On peut don
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ements ε

h(
) Sur maillages de re
tangles étirésFig. 3.7 � Evolution du logarithme de l'erreur en fon
tion du logarithme du diamètre moyendu maillage pour les solveurs d'elsA stru
turé.que les meilleurs solveurs non stru
turés présentent des résultats 
omparables sinon meilleursnotamment sur les maillages étirés.En 
on
lusion, les solveurs Arête et Le Potier fournissent des résultats intéressants. Ilspeuvent être utilisés à la fois sur les maillages stru
turés que sur des maillages non stru
turésave
 des résultats 
omparables à 
eux des solveurs déjà implémentés dans elsA. Le solveur 5pexistant déjà en stru
turé, il est naturel d'intégrer aussi son adaptation au 
as non stru
turé.26



Carrés Quads Etiré3p 1.99 0.68 -5p 1.00 1.20 -5p_
or 1.94 1.27 -Tab. 3.4 � Ordre des méthodes d'elsA stru
turé pour les di�érents types de maillage.
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Chapitre 4Constru
tion d'une version hybrided'elsACe 
hapitre traite d'aspe
ts plus te
hniques dans la réalisation de la version hybrided'elsA. Il y sera question de l'algorithmique et des stru
tures de données utilisées et aussi dela gestion des 
onditions de ra

ord. En e�et, les 
onditions aux limites �standard� imposentun �ux d'interfa
e qui est aussi fa
ile à prendre en 
ompte en stru
turé qu'en non-stru
turé.L'attention sera don
 portée sur les 
onditions de ra

ord 
ar le but est d'arriver à e�e
tuerdes 
al
ul multi blo
s en parallèle en utilisant des blo
s stru
turés et non stru
turés à la fois.4.1 Algorithmique et stru
tures de donnéesEn terme d'algorithmique, la 
lé 
onsiste à remarquer que le 
al
ul des �ux (di�usif et
onve
tif) peut s'e�e
tuer de manière béné�que par une bou
le sur les interfa
es. Le �ux
al
ulé sur une interfa
e ave
 une normale quel
onque est alors 
ompté positivement pourl'une des 
ellules voisines et négativement pour l'autre. Cette remarque met en exergue lané
essité de posséder une stru
ture spé
i�que regroupant des données liées aux interfa
es dumaillages.4.1.1 Stru
tures de donnéesEléments du maillageEtant donné le 
hoix de la formulation 
ell-
entered, il est évident qu'il faut gérer desdonnées propres à un élément du maillage. L'ensemble des éléments du maillage peut êtrereprésenté par un tableau T1 à nbre_elements_maillage entrées (une entrée par élémentdu maillage). Pour 
haque entrée i, 
e tableau donne :� les 
hamps 
onservatifs en i,� le volume de la 
ellule en i,� les 
hamps 
onnexes de la 
ellule (vis
osité, pression, 
entre, gradient 
entré,...)28



� les in
réments en i (initialisés à 0) qui seront mis à jour au fur et à mesure que lessolveurs seront pris en 
ompte (di�usif, 
onve
tif, terme sour
e).Interfa
es du maillageComme présenté plus avant, le 
al
ul des �ux numériques se fait de manière naturelle parinterfa
e (frontière ou non). La 
omplexité de 
al
ul est alors linéaire par rapport au nombred'interfa
es du maillage.Pour une interfa
e donnée, il est né
essaire de 
onnaître ses deux 
ellules voisines qui serontappelées 
ellules de gau
he et de droite. Con
rètement, lors de la le
ture du maillage, la
ellule à gau
he d'une interfa
e est la première 
ellule ren
ontrée 
ontenant 
elle-
i, et la
ellule à droite est la se
onde. Cette méthode 
onduit à une situation où, pour une fa
e auxbords, seule la 
ellule de gau
he sera interne au blo
 non stru
turé.La seule normale 
onsidérée pour l'interfa
e est alors 
elle dirigée de la 
ellule gau
he versla 
ellule droite.Ainsi soit Σ une interfa
e, CG et CD, ses volumes à gau
he et à droite respe
tivement. Soit
−→
NΣ, la normale sto
kée sur la fa
e Σ, et don
 dirigée du volume à gau
he vers le volume àdroite.La normale à l'interfa
e Σ et extérieure à CG est :

−→
N CG,Σ =

−→
N Σ, (4.1)et la normale à l'interfa
e Σ et extérieure à CD est :

−→
N CD ,Σ = −

−→
N Σ. (4.2)Ce
i a évidemment une in�uen
e sur le 
al
ul des gradients et des �ux numériques.L'ensemble des interfa
es peut don
 être représentée par un tableau T2 
ontenant la listedes interfa
es du maillage (interfa
es internes disposant des états droit et gau
he + interfa
esde 
onditions aux limites) tel que, pour toute interfa
e i, nous puissions obtenir :� la normale à l'interfa
e,� le numéro des 
ellules droite et gau
he dans la numérotation de T1 si elles existent,� au type de 
ondition limite si l'une des 
ellules n'existe pas.Finalement, a�n d'a

éder rapidement aux interfa
es 
onditions aux limites, des tableauxspé
i�ques peuvent être 
réés.4.1.2 AlgorithmesCal
ul du gradient 
entré par 
ir
ulationLe gradient 
entré 
al
ulé par 
ir
ulation sur les fa
es d'un volume peut être 
al
ulésuivant l'algorithme suivant :
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subroutine 
al
ul_grad_
entre_
ellule(i_interfa
e, normale, etat_gau
he, etat_droit, && grad_gau
he, grad_droit)grad_gau
he=grad_gau
he+0.5*(etat_gau
he+etat_droit)*normalegrad_droit=grad_droit-0.5*(etat_gau
he+etat_droit)*normaleend subroutineCal
ul du �ux di�usifL'algorithme de 
al
ul des �ux di�usifs est le suivant :pour i = 1, elements
al
ul de la densite de flux par 
ir
ulation sur l'elementfin_pourpour i = 1, Nbre_interfa
e
harger les gradients 
ellule de gau
he GCG et de droite GCD
al
uler le gradient d'interfa
e gradf
al
uler le flux diffusif fxd ave
 gradf, normale, 
hamps 
ellule de gau
he et droitein
rementer le flux dans la 
ellule de gau
hede
rementer le flux dans la 
ellule de droitefin_pour4.2 Conditions de ra

ord entre blo
s4.2.1 Condition de ra

ord entre blo
s non-stru
turés.Une 
ondition aux limites de ra

ord entre blo
s non-stru
turés est né
essaire et doit êtremise en ÷uvre dès que possible. En e�et, l'intérêt de l'appro
he non-stru
turée réside aussidans la possibilité de dé
ouper les gros blo
s non-stru
turés et de les gérer en utilisant leste
hniques de parallélisme basées sur l'appro
he MPI 1. Cela permet de 
harger de manièreuniforme tous les pro
esseurs requis et ainsi d'espérer atteindre un speed-up le plus linéairepossible.Au sein d'un blo
 et hors 
onditions aux limites �physiques�, le traitement des s
hémas dedis
rétisation 
onve
tif et di�usif est basé sur une appro
he orientée aux fa
es entre volumesde 
ontr�le. Ainsi, pour la 
ondition de ra

ord entre blo
s stru
turés et non-stru
turés, deuxte
hniques sont utilisables :1. une méthode sans re
ouvrement où les 
hamps manquant par rapport à une interfa
esont fournis à la volée par MPI,2. une méthode ave
 re
ouvrement où les 
ellules manquantes de part et d'autre d'unefa
e sont e�e
tivement 
onstruites, remplies par MPI et sont updatées par é
hangeMPI et non par l'avan
e en temps des solveurs.La méthode 1 ne sera pas retenue 
ar 
ette te
hnique a pour in
onvénient de stresserle gestionnaire des é
hanges MPI. De plus, 
ela obligerait aussi à ré�é
hir a�n de pénaliser1Multi Pro
ess Interfa
e 30



le moins possible les 
ommuni
ations (
ommuni
ations asyn
hrones). En�n, 
e n'est pasvraiment 
ompatible ave
 elsA a
tuel qui est 
onçu pour que le même exé
utable soit lan
ésur tous les pro
esseurs et que les é
hanges MPI n'interviennent qu'au niveau des 
onditionsde ra

ord entre blo
s (famille des �join�).La méthode 2 semble don
 plus indiquée. L'idée de la méthode 2 est représenté en Fig. 4.1.Le prin
ipe est le suivant : on re
onstruit lors d'un pré-traitement des 
ellules �
tives �
tivesa�n de remplir les états droits et gau
hes manquants pour un traitement par fa
e entre
ellules. Notons qu'une 
ellule ne partageant qu'un noeud du maillage ave
 une 
ellule debord n'est pas 
onstruite.

Fig. 4.1 � Dé
oupage du maillage au niveau de la zone grisée et traitement en 2 blo
s. Les
ellules en pointillés représentent les 
ellules �
tives utilisées pour é
hanger les 
hamps auniveau de la 
ondition de ra

ord de join non-stru
turé.
4.2.2 Condition de ra

ord entre blo
s stru
turés et non-stru
turésProblématique de la 
ondition de ra

ordCette 
ondition de ra

ord a 
ommen
ée à être étudiée avant le début du stage, et a faitl'objet d'une présentation e�e
tuée par G. Puigt lors de la réunion ONERA - CERFACS -Université de Bordeaux 1 qui s'est tenue le 7 février 2007 à l'ONERA. Cette partie intègredes éléments de 
ette présentation.Les 
onditions de ra

ord ave
 �mat
hing des 
ellules� entre blo
s stru
turés utilisentune te
hnique de 
ellules �
tives dans lesquelles sont re
opiés des 
hamps. C'est ainsi quepar re
opie, l'information passe d'un blo
 à l'autre (Fig. 4.2). Les 
ellules �
tives sont soit
onstruites par symétrie des 
ellules du domaine de 
al
ul, soit par é
hange ave
 les 
ellulesinternes du blo
 adja
ent (
ellules grisées et ha
hurées). Ave
 les solveurs standards, 2 rangéesde 
ellules �
tives sont 
onstruites.A�n de simpli�er le traitement de la 
ondition aux limites pour la partie stru
turée, ilserait e�
a
e de traiter le ra

ord entre un blo
 stru
turé et un blo
 non-stru
turé grâ
e à31
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Bloc 1 Bloc 2
cellules fictives

2 rangees deFig. 4.2 � Cellules �
tives pour le traitement des 
onditions aux limites. Exemple du join
lassique. Sens des é
hanges des 
hamps entre les 
ellules réelles (trait plein) et les 
ellules�
tives (pointillés).des hexaèdres, 
e qui permet d'avoir un traitement très pro
he de 
elui utilisé en stru
turé(Fig. 4.3). En parti
ulier, pour les ra

ords de type �join mat
h�, il sera fa
ile de remplirdes 
ellules �
tives pour la partie stru
turée ave
 les 
hamps 
onservatifs issus des 
elluleshexaédriques.
Fig. 4.3 � Traitement de la 
ondition de ra

ord entre blo
s stru
turés (traits pleins) et non-stru
turés (traits pointillés) basé sur la 
onstru
tion de 2 rangées de 
ellules hexaédriquesdans le maillage non-stru
turé.Toutefois, sur le plan pratique, l'utilisation de 
e type de ra

ord peut poser des problèmesnumériques à 
ause de la hauteur de la frontière entre blo
s stru
turés et non-stru
turés dansla 
ou
he limite. En e�et, près des parois, les maillages stru
turés né
essitent un ra�nementdans la dire
tion normale à la paroi, tandis que les maillages non-stru
turés utilisent des
ellules de taille la plus uniforme possible. Ainsi, il est possible d'obtenir des situationspathologiques, 
omme 
elles présentées en Fig. 4.4.La solution proposée 
onsiste à appliquer une solution équivalente à la te
hnique des�hanging nodes� utilisée dans le solveur Tau du DLR. L'idée est de 
ontruire un ra

ordnon-
oïn
idant entre les blo
s stru
turés et non-stru
turés a�n que les 
ellules du blo
 non-stru
turé aient des tailles presque uniformes dans toutes les dire
tions du maillage (Fig. 4.5.)La solution proposée i
i est une solution permettant de 
oupler ave
 le moins d'e�ortspossibles les parties stru
turée et non-stru
turée d'elsA.32
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Fig. 4.4 � Problématique des aspe
ts ratio des mailles lors du ra

ord entre blo
s stru
turéset non-stru
turés. Cas a : hu/b ≃ 1 mais hu >> hs, 
as b : hu ≃ hs mais hu/b << 1.
Fig. 4.5 � Traitement de la 
ondition de ra

ord entre blo
s stru
turés (traits pleins) et non-stru
turés (traits pointillés) basé sur la 
onstru
tion de 2 rangées de 
ellules hexaédriquesdans le maillage non-stru
turé non totalement 
oïn
idantes ave
 les 
ellules du blo
 stru
turé.4.3 Implantation dans elsA4.3.1 Etat initialLa stratégie des éditeurs d'elsA a été de mettre en pla
e une première version hybride nerésolvant que les équations d'Euler (�ux 
onve
tif uniquement). C'est le solveur de Roe quia été adapté pour 
ette première version. Celle-
i in
lut aussi un 
ertain nombre d'élémentsde l'analyse qui a été faite de la stru
ture de données et de l'algorithmique.4.3.2 Travaux en 
oursLe travail au 
ours du stage 
omplète don
 
ette version par le 
al
ul du gradient 
entréqui permettra l'extension à l'ordre 2 du solveur de Roe et par l'implémentation de solveurs33



di�usifs pour avoir la résolution 
omplète des équations de Navier-Stokes. Les solveurs arêteet de Le Potier ont été 
hoisis et sont 
ours d'implémentation. Ils seront 
ertainement validésd'i
i la �n du stage. Le stage s'a
hèvera probablement sur la mise en ÷uvre des 
onditionsde ra

ord ave
 é
hanges MPI entre blo
s non stru
turés.4.3.3 Perspe
tives immédiatesLe problème important des 
onditions limites a fait et fait en
ore l'objet d'une étudeapprofondie. Dans 
e rapport, 
ompte tenu des 
ontraintes d'espa
e, n'ont été présentésque quelques éléments. Des algorithmes entiers ont été élaborés au 
ours du stage pour laparallélisation des solveurs de Roe, de Jameson et des solveurs di�usifs pour le 
al
ul ave
blo
s non stru
turés. La gestion des 
onditions de ra

ord entre blo
 non stru
turé et blo
stru
turé pose en
ore un 
ertain nombre de di�
ultés.La résolution des équations RANS ave
 modèles de turbulen
e à équations de transport(Spalart-Almaras) a été étudiée et sera 
ertainement une extension immédiate de la versionqui sera livrée à la �n du stage.
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Con
lusionLe but du stage était de parti
iper à la réalisation d'une version hybride du logi
iel elsA.Le travail a notamment 
onsisté en l'adaptation de l'extension à l'ordre 2 par appro
heMUSCL du solveur de Roe, en l'adaptation du solveur de Jameson, en l'étude et en la miseen ÷uvre de solveurs di�usifs non stru
turés, en l'étude des 
onditions de ra

ord entreblo
s dans une appro
he hybride et en l'étude théorique de la prise en 
ompte de modèlesde turbulen
e. L'existant d'elsA a imposé 
omme 
ontrainte d'utiliser une appro
he VF
ell-
entered.En dé�nitive, en 
e qui 
on
erne :� l'étude théorique et numérique de solveurs di�usifs :Trois solveurs ont été 
hoisis pour être implantés dans elsA hybride : 5p, arête, Le Potier.Ces solveurs ont eu sur le 
as test des résultats 
omparables à 
eux déjà utilisés dans elsAstru
turé. Le solveur de Le Potier quoiqu'ayant l'ordre de 
onvergen
e le plus élevé sur les
as tests pourra s'avérer très 
oûteux pour des maillages en mouvement. Ces solveurs sonten 
ours d'implémentation dans elsA hybride.� L'adaptation des solveurs Roe + MUSCL et de Jameson :Quoique pas détaillée dans 
e do
ument, elle a été étudiée et a aider à la 
on
eption destru
tures de données qui seront une base stable aux développements d'elsA hybride.� L'algorithmique et les stru
tures de données :L'étude des solveurs à mettre en ÷uvre a mis en éviden
e qu'une appro
he de 
al
ul parbou
les sur les interfa
es permettait d'obtenir une 
omplexité optimale. La gestion de deuxstru
tures de données prin
ipale a été identi�ée : une stru
ture liée aux 
ellules du maillageet une stru
ture liée aux interfa
es. Il a été 
hoisi de sto
ker les informations de 
onne
tivitédans la stru
ture liée aux interfa
es, 
e qui permettait d'éviter des redondan
es de données.� Les 
onditions de ra

ord :L'étude des 
onditions de ra

ord entre blo
s non stru
turés peut être 
onsidérée 
ommea
hevée. L'implémentation de 
es 
onditions de ra

ord fera l'objet des derniers développe-ments du stage. Les 
onditions de ra

ord entre blo
s stru
turé et non stru
turé sont en
oreen 
ours d'étude à 
ause des di�éren
es existant entre 
es deux types de blo
s.� L'étude de la mise en ÷uvre de modèles de turbulen
e à équations de transport :La prise en 
ompte de modèles de turbulen
e à équations de transport, notamment le modèlede Spalart-Almaras a été étudiée et fera 
ertainement l'objet de développement dans elsAhybride dans un futur pro
he.Quoique les di�érents développements n'aient pu être terminés dans les limites de temps35



imparties à 
e stage, il faut toutefois souligner que les di�érentes études théoriques réali-sées permettront un gain de temps important pour des 
hoix de développement stables dela version hybride d'elsA. De manière immédiate, l'exé
ution de 
as tests plus 
omplexepermettra de valider l'implémentation des solveurs di�usifs.

36



Bibliographie[Au�ray 07℄ Valérie Au�ray. Etude Comparative de S
hémas Numériques pour la Modé-lisation de Phénomènes Di�usifs sur Maillages Multiéléments. PhD thesis,Institut National Polyte
hnique de Toulouse, 2007.[Coudière 96℄ Yves Coudière, Jean-Paul Vila & Philippe Villedieu. Convergen
e of a FiniteVolumes S
heme for a Di�usion Conve
tion Problem. In F Benkhaldoum& R editors Vilsmeier, editeurs, Finite Volumes for Complex Appli
ations 1,pages 161�168. Hermès, 1996.[Eymard 06℄ Robert Eymard, Thierry Gallouët & Raphaèle Herbin. A Cell-
entred FiniteVolume Approximation for Se
ond Order Partial Derivative Operators withFull Matrix on Unstru
tured Meshes in any Spa
e Dimension. IMA Journalof Numeri
al Analysis, vol. 26, pages 326�353, April 2006.[FOI 07℄ FOI, Swedish Defen
e Resear
h Agen
y, SE-164 90 Sto
k-holm. Edge Theoreti
al Formulation, Mar
h 2007. FOIdnr 03-2870, Issue 4.1.0. [en ligne℄. Disponible sur :www.foi.se/upload/proje
ts/edge/do
umentation-latest/edge-theory.pdf(
onsulté le 18.07.07).[Le Potier 05℄ Christophe Le Potier. S
héma Volumes Finis Monotone pour des Opéra-teurs de Di�usion fortement Anisotropes sur des Maillages de Triangles NonStru
turés. Comptes Rendus Mathematique, vol. Volume 341, Issue 12, pages787�792, De
ember 2005.[May 05℄ G. May & A. Jameson. Unstru
tured Algorithms for Invis
id and Vis
ousFlows Embedded in a Uni�ed Solver Ar
hite
ture : Flo3xx. In 43rd AIAAAerospa
e S
ien
es Meeting and Exhibit, Reno, Nevada, numéro AIAA-2005-318, January 10-13 2005.[Tomai
h 95℄ George Timothy Tomai
h. A Genuinely Multi-Dimensional Upwinding Al-gorithm For The Navier-Stokes Equations On Unstru
tured Grids Using ACompa
t, Highly-Parallelizable Spatial Dis
retization. PhD thesis, Universityof Mi
higan, 1995.
37

www.foi.se/upload/projects/edge/documentation-latest/edge-theory.pdf

	Remerciements
	Introduction
	Généralités
	Equations d'Euler et de Navier-Stokes
	Approche VF
	Principe
	Discrétisation des flux

	Etat des lieux dans elsA structuré
	Les solveurs convectifs
	Les solveurs diffusifs


	Solveurs diffusifs en non structuré
	Deux grandes approches VF
	Solveurs diffusifs
	Méthode ``5p''
	Méthode ``arête''
	Méthodes ``diamant''
	Méthode d'Eymard et al.
	Méthode des moindres carrés
	Méthodes inspirées des Eléments Finis (EF)
	Conclusion sur les solveurs diffusifs


	Etude de la convergence des solveurs diffusifs
	Problème d'étude
	Rappels pour l'étude théorique
	Consistance
	Stabilité

	Etude théorique
	Maillage de carrés

	Tests numériques
	Principe
	Résultats numériques


	Construction d'une version hybride d'elsA
	Algorithmique et structures de données
	Structures de données
	Algorithmes

	Conditions de raccord entre blocs
	Condition de raccord entre blocs non-structurés.
	Condition de raccord entre blocs structurés et non-structurés

	Implantation dans elsA
	Etat initial
	Travaux en cours
	Perspectives immédiates


	Conclusion
	Bibliographie

